
Une Extension de la Connexion de Galois
Floue pour la Recherche d’Information

Ch. Latiri Cherif?, J.P. Chevallet†, S. Elloumi?, A. Jaoua‡

? Facult́e des sciences de Tunis
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Résuḿe

En recherche d’information, l’implication logique incertaineD −→
RQ a fait l’objet de plusieurs pistes de recherche et d’interprétations.
Dans cet article nous proposons une nouvelle manière de l’interpŕeter
en se plaçant dans un contexte flou. Nous introduisons ainsi un nouveau
sch́ema de correspondance basé sur une extension de la connexion de
Galois floue. Ce sch́ema tient compte dans sa définition des diff́erentes
sémantiques des degrés attribúes aux termes de la requête et d’un quan-
tificateur flou relatif.

Mots-clés: recherche d’information, implication floue,
quantificateur flou, connexion de Galois floue.
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1 INTRODUCTION

Dans [28, 29], nous avons proposé une approche pour l’extraction de règles
associatives non redondantes entre termes en se limitantà explorer une rela-
tion terme-documentclassique, i.e. non floue. Les seuls degrés figurant dans
cette relation sont de type 0 ou 1, traduisant la présence ou l’absence d’un
terme d’indexation dans un document du corpus.

Cependant, dans le domaine de la recherche d’information (RI), nous dis-
posons du poids d’un terme dans un document [38], qui peutêtre une in-
formation importantèa int́egrer dans un processus de découverte de règles
associatives entre termes ou encore lors de l’interrogation en RI. Dans la pra-
tique, ce poids n’est pas toujourségalà 0 ou 1, mais appartient plutôt à l’in-
tervalle[0, 1]. Ceci nous permet ainsi de nous placer dans un contexte flou,
où la relationterme-documentest consid́eŕee comme une relation binaire
floue, traduisant des degrés d’appartenance des termes dans les documents
du corpus.

C’est ainsi que la th́eorie des ensembles flous [46] présente une base for-
melle ad́equate pour offrir un instrument de discrimination du rôle des termes
dans la repŕesentation des documents.

Aussi, l’objectif de cet article est double :

1. Étendre la connexion de Galois floue afin de pouvoir extraire les règles
associatives floues entre termes en considérant une approche par fer-
meture de la connexion de Galois floue [27] ;

2. Pŕesenter la d́efinition d’un nouveau sch́ema de correspondancereqûete-
documentqui est fond́e sur un oṕerateur plus flexible de la connexion
de Galois floue, en intégrant le quantificateur flou relatif“la plupart”.
Nous prenons en compte les différentes śemantiques des degrés d’appar-
tenance associés aux termes. La finalité d’un tel sch́ema est de pouvoir
assouplir le ḿecanisme classique d’appariementreqûete-document.

L’article est organiśe comme suit : la deuxième section introduit la représen-
tation floue des donńees textuelles, retenue pour la nouvelle approche pro-
pośee. La troisìeme section d́ecrit les fondements de l’article. Nous présentons
dans la quatrìeme section le principe d’extension de la connexion de Galois
floue. La cinquìeme section pŕesente la première extension de la connexion
de Galois, utiliśee pour la ǵeńeration de r̀egles associatives floues entre termes.
Au niveau de la sixìeme section, nous décrivons et nous d́etaillons le nouveau
sch́ema de correspondance, basé sur une extension de la connexion de Ga-
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lois floue et nous conclurons ensuite, dans la dernière section, en introduisant
quelques perspectives de l’approche.

2 REPRÉSENTATION FLOUE DES DONN ÉES TEX-
TUELLES

Nous commençons par présenter la d́efinition du poids d’un terme dans un
document ainsi que la définition d’un ensemble flou et d’une relation binaire
floue.

Définition 1
Le poidsPij d’un termeti dans un documentdj , est d́efini comme la valeur
de repŕesentativit́e du terme pour ce document. Une mesure classiquement
utilisée est le produit de la fréquence d’apparition du terme par la fréquence
inverśee du document, donnée par la formule suivante :Pij = tfij × idfj

1

[38].

La valeurPij est souvent la composition d’une mesure locale au document
et d’une mesure globale au corpus. Si nous désirons utiliser la th́eorie des
ensembles flous, il est possible de relier cette notion de poids d’un termeà la
notion d’appartenancèa un ensemble flou, définie comme suit [46] :

Définition 2
Un ensemble floũF 2 de l’univers de discoursU est caract́eriśe par une
fonction d’appartenanceµ eF : U → [0, 1], où µ eF (u), pouru ∈ U , repŕesente
le degŕe d’appartenance deu à l’ensemble flouF̃ . L’ensemble flouF̃ est
not́e comme suit :F̃ = {(u1, µ eF (u1)), (u2, µ eF (u2)), . . . , (un, µ eF (un))},
avecu1, ..., un ∈ U .

La relation entre un terme d’indexation et les documents qu’il indexe peut
se mod́eliser de manìere ǵeńerale par une relation binaire floue, définie comme
suit [10] :

1Rappelons quetfij (term frequency) est une mesure de la représentativit́e du termeti dans
le documentdj . idf (inverted document frequency) mesure par contre le pouvoir de discrimi-
nation du termeti dans le documentdj .

2Dans la suite de l’article, le symbolee sertà d́esigner une notion d́efinie dans un contexte
flou.
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Définition 3
SoientU et V deux univers de discours. Une relation binaire floueR̃ est un
ensemble flou d́efini sur le produit cart́esienU × V . L’expressionµ eR(u, v)
avecu ∈ U et v ∈ V, exprime le degŕe d’association entreu et v dans la
relationR̃.

La définition de la fonction d’appartenance relativeà cette relation binaire
floueterme-documenta ét́e discut́ee dans diverses travaux tel que [1]. Ainsi,
dans le cadre d’extraction de règles associatives floues entre termes, nous
avons propośe dans [27] deux manières possibles pouŕevaluer de manière
pratique le degŕe d’appartenanceµ eR(t, d). Nous avons considéŕe une premìere
mesure globale basée sur le poids d’un terme dans un document et une
deuxìeme mesure locale au document qui est basée sur la fŕequence d’un
terme dans un document. Les expérimentations meńees dans [27] sur des cor-
pus ŕeels ont montŕe que la deuxìeme mesure locale illustre plus fidèlement
le degŕe d’appartenance d’un terme dans un document.

Néanmoins, Une représentation floue des données textuelles áet́e d́ejà in-
troduite dans des travaux antérieurs en RI [1, 26, 35, 39], dont le principal
objectif est de raffiner et d’assouplir le processus de recherche d’information.
La matrice classiqueterme-documentest interpŕet́ee comme une relation bi-
naire floue, not́ee parR̃. À chaque coupleterme-document(ti, dj) est associé
un degŕe∈ [0, 1] (voir tableau 1).

∼
R t1 t2 t3 t4
d1 0.90 0.70 0.60 0.20
d2 0.70 0.45 0.76 0.80
d3 0.66 0.88 1.00 0.00
d4 1.00 0.26 0.60 0.73

TAB . 1 – Relation binaire floueterme-document.

Ainsi, partant de la relation binaire flouẽR illustrée par le tableau 1, nous
définissons :

1. Un ensemble finiD de documents ;

2. Un ensemble finiT de termes ;

3. Le couple(ti, dj) ∈α R̃ repŕesente le fait que le termeti ∈ T est
présent dans le documentdj ∈ D avec undegŕe d’appartenancéegal
àα appartenant̀a l’intervalle[0, 1].
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Dans les systèmes booĺeens pond́eŕes [40], la repŕesentation booléenne a
ét́e étendue en permettantà la fonction d’indexationFI de prendre des va-
leurs dans l’intervalle unité [0, 1], afin de calculer le degré de repŕesentativit́e
du termeti dans le documentdj .

Cette valeur peut varier entre une représentativit́e nulle(FI(dj , ti) = 0) et
une repŕesentativit́e compl̀ete(FI(dj , ti) = 1). En consid́erant la th́eorie des
ensembles flous, un documentdj ∈ D est repŕesent́e par un ensemble flou
M̃ de termes comme suit :

M̃(dj) = {(ti, µdj (ti)) | ti ∈ T} (1)

L’expression (1) indique que chaque termeti dans l’ensemblẽM(dj) a un
degŕe d’appartenanceµdj (ti) ∈ [0, 1]. Dans ce casµdj (ti) = FI(dj , ti),
c’est-̀a-dire que la fonction d’indexationFI est interpŕet́ee comme une fonc-
tion d’appartenance de l’ensemble floũM(dj), exprimant la repŕesentativit́e
du termeti dans le documentdj [35]. Une d́efinition possible de la fonc-
tion d’appartenance est obtenueà partir d’une variante de la fonction de
pond́eration classiqueFI(dj , ti) = tfi,j×FN (idfj), où FN est une fonction
de normalisation pour obtenir des valeurs de la fonctionFI dans l’intervalle
[0, 1] [40].

Le choix de la fonction d’appartenance floueµdj , qu’il convient d’oṕerer
en pratique, est important pour le bon fonctionnement d’un système de re-
cherche d’information. Nous avons discuté de ce choix dans [27], dans le
cadre de la ǵeńeration de r̀egles associatives floues entre termes et leur utili-
sation dans l’expansion de requêtes en RI. Pour l’instant, nous le laissons en
marge de notréetude, dans le but d’énoncer l’ensemble de nos propositions,
sans nous restreindre par la fonction d’appartenance qui est mise en place de
manìere pratique.

3 FONDEMENTS DE L’APPROCHE

Dans cette section, nous présentons les notions de base que nous utiliserons
dans la suite de l’article pourénonçer un certain nombre de propositions.

3.1 Connexion de Galois classique et RI

L’objectif de notre travail est d’examiner la problématique de la recherche
d’information sous un angle différent, en consid́erant l’analyse formelle de
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concepts comme fondement mathématique [23].
Habituellement, une requête est d́efinie en RI par un ensemble de termes

reliés par des oṕerateurs, i.e. de conjonction ou de disjonction. Dans le cadre
de notre approche, nous considérons que la reqûete est d́efinie uniquement
par l’ensemble des termes qu’elle contient.

En effet, l’associationterme-documentpeut être consid́eŕee comme une
relation binaire. Une requêteétant un ensemble de termes, si tous ses termes
sont d’́egale importance pour l’utilisateur. La meilleure réponsèa la reqûete,
dans ce cas, est l’ensemble de documents qui sont indexés par tous les termes
de la reqûete. Cet ensemble est donné par l’oṕerateurh d’une connexion de
Galois classique [23]. Nous donnons ici sa définition adapt́ee au domaine de
la RI :

Définition 4
SoitR une relation binaire d́efinie surD× T tels queD définit un ensemble
de documents etT un ensemble de termes d’indexation. Le triplet(D, T, R)
définit un contexte formel. Pour les deux ensemblesA etB, tels queA ⊆ D,
B ⊆ T , les oṕerateursf eth de la connexion de Galois classique sont définis
comme suit [23] :

f(A) = {t ∈ T | ∀ d ∈ A, (t, d) ∈ R}
h(B) = {d ∈ D | ∀ t ∈ B, (t, d) ∈ R}
La composition des deux opérateurs f et h, i.e.f ◦ h, définie la fermeture

de la connexion de Galois.

La figure 1 illustre l’utilisation de la connexion de Galois classique dans le
contexte de la RI. L’ensembleB désigne les termes composant une requête
booĺeenne eth(B) repŕesente alors l’ensemble de documents contenant tous
les termes de cette requête. Inversement,f(A) repŕesente le plus grand en-
semble de termes qui sont présents dans tous les documents de l’ensemble
A.

Nous allons maintenant introduire quelques notions, que nous utiliserons
pour la proposition d’un nouveau schéma de correspondance en RI, basé sur
une extension de la connexion de Galois floue.

3.2 Les implications floues

Dans la litt́erature, diff́erentes implications multivaluées ont́et́e propośees
[4, 16]. Elles correspondent principalementà deux classes d’opérations d’im-
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FIG. 1 – Utilisation de la connexion de Galois classique en RI

plication qui sont lesR-implicationset lesS-implications, définies comme
suit [10, 20] :

Définition 5
Poura, b ∈ [0, 1], une R-implication est d́efinie par :

a
Rimp−→ b = sup {x ∈ [0, 1] | a>x ≤ b} (2)

sachant que> désigne une t-norme triangulaire (voir annexe A, page 35).

Définition 6
Poura, b ∈ [0, 1], une S-implication est d́efinie par :

a
Simp−→ b = (1− a)⊥b (3)

sachant que⊥ désigne une t-conorme triangulaire (voir annexe A, page 35).

Les R-implications sont souvent utilisées pour l’estimation du niveau de sa-
tisfaction, alors que les S-implications sont recommandées pour la mod́eli-
sation de l’importance [19].

Définition 7
Une implication floue, ou implication multivaluéeI = a

Ifloue−→ b, est une
fonction de[0, 1] × [0, 1] → [0, 1] qui détermine le degré de v́erité de la

propositiona
Ifloue−→ b [16].
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Nom Abbréviation Degŕe Type Propríet́e 1 Propríet́e 2
de v́erité d’implication

Lukasiewicz ILuka(a, b) min(1, 1− a + b). R et S Vérifiée Vérifiée
Gödel IGö(a, b) 1 si a ≤ b; b sinon. R Vérifiée Vérifiée
Goguen IG(a, b) 1 si a = 0; R Vérifiée Vérifiée

min(1, b/a) sinon.
Rescher-Gäınes IRG(a, b) 1 si a ≤ b ; 0 sinon. R Vérifiée Vérifiée
Kleene-Dienes IKD(a, b) max(1− a, b). S Vérifiée Non vérifiée
Reichenbach IRB(a, b) (1− a + a× b). S Vérifiée Non vérifiée

TAB . 2 – Implications floues.

Nous pŕesentons deux propriét́es des implications floues qui seront uti-
lisées plus loin dans cet article pourélaborer les preuves des propriét́es de la
connexion de Galois floue que nous définissons pour la RI.

Propri été 1
Soienta1, a2, b1, b2 des degŕes appartenantà l’intervalle[0, 1]. Si nous avons

(a1 ≤ a2) et (b1 ≤ b2) alors(a2
Ifloue−→ b1 ≤ a1

Ifloue−→ b2) [34].

Propri été 2
Soient a et b deux degŕes appartenant̀a l’intervalle [0, 1]. Nous avons :

((a
Ifloue−→ b)

Ifloue−→ b) ≥ a [34].

Dans le tableau 2, les principales implications floues sont données [16].
Nous notons le degré de v́erité de la pŕemisse para et celui de la conclusion
parb.

3.3 Les quantificateurs flous

Zadeh a introduit les quantificateurs flous appelés aussi les quantificateurs
linguistiques pour d́ecrire des situations interḿediaires entre le quantifica-
teur universel et le quantificateur existentiel [45]. Nous distinguons deux
types de quantificateurs flous :les quantificateurs relatifset les quantifica-
teurs absolus[45]. Dans le cadre de notre travail, nous nous intéressons uni-
quement aux quantificateurs relatifs tels que le quantificateur“la plupart”,
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dans le but de pouvoir traiter“la plupart” des termes d’une requête, au lieu
de consid́erer“tous” ses termes.

Un quantificateur relatif est défini comme un ensemble flou (noté parQrel)
d’un univers de discoursU et il est caract́eriśe par une fonction d’apparte-
nanceµQrel

: U → [0, 1], où µQrel
(u), pouru ∈ U , désigne le degré d’ap-

partenance de la proportionu au quantificateurQrel [10].
À titre d’exemple, le quantificateur flou relatif“la plupart” défini sur un

ensemble fini de termes, peutêtre repŕesent́e par l’ensemble flou “la plupart”
comme suit :

µla plupart : T −→ [0, 1]

tels queµla plupart(i) ≤ µla plupart(i + 1) pour i = 1..(m − 1) termes et
µla plupart(m) = 1, sachant quem désigne le nombre de termes qui définit
l’univers de discours du quantificateur flou“la plupart”.

Exemple 1
Consid́erons le quantificateur flou“la plupart” défini sur l’ensemble des ter-
mes d’une reqûete en RI. Supposons que la requête peut contenir au plus
cinq termes(m = 5). Dans le meilleur des cas où il existe un document
qui contient tous les termes de la requête, la valeurµla plupart(5) estégaleà
1. Inversement, dans le cas où le document ne contient aucun terme de la
reqûete, nous avonsµla plupart(0) = 0. Les cas interḿediaires sont́evalúes
selon la fonction d’appartenance trapézöıdale du quantificateur flou ”la plu-
part”, illustrée par la figure 2.

Notons que dans cet exemple, la fonction d’appartenanceµla plupart est
définie comme suit :µla plupart(0) = 0.0, µla plupart(1) = 0.0, µla plupart(2) =
0.0, µla plupart(3) = 0.5, µla plupart(4) = 0.75 etµla plupart(5) = 1.0.

4 EXTENSION FLOUE DE LA CONNEXION DE GA-
LOIS

Diff érentes extensions floues de la connexion de Galois et du concept
formel ont ét́e propośees dans la litt́erature selon diff́erents points de vue
[5, 25, 34, 44]. Nous distinguons la proposition de Wolff [44] qui consisteà
ramener le problèmeà un contexte non flou, contrairementà Pollandt [34],
Belohlav̀ek [5] et Jaoua et al. [25] qui ont utilisé des oṕerateurs flous dans les
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FIG. 2 – L’allure de la fonction d’appartenance du quantificateur flou “la
plupart”

nouvelles d́efinitions propośees. Ces diff́erentes propositions sont résuḿees
dans [22]. Nous mettons l’accent sur la proposition de Jaoua et al. [25],
puisque elle est utiliśee comme base pour définir notre propre extension floue
pour la RI.

4.1 Connexion de Galois floue et RI

Jaoua et al. [25] proposent de nouvelles définitions pour les oṕerateursf̃
et h̃ de la connexion de Galois floue et une nouvelle forme pour le concept
formel flou. Ils consid̀erent que seule l’intention du concept formel flou est
repŕesent́ee par un ensemble flou.

Afin d’adapter ces d́efinitionsà un contexte d’extraction de connaissances
ou de RI, nous allons redéfinir les oṕerateurs de la connexion de Galois floue
f̃ et h̃, en consid́erant le contexte formel textuel floũT F = (C, T , R̃), défini
comme suit :

Définition 8
Le triplet T̃ F = (C, T , R̃) définit un contexte formel textuel flou, tel que
C décrit l’ensemble de documents du corpus,T l’ensemble des termes du
corpus etR̃ une relation binaire floue, définie surC × T .

Pour un ensemble de documentsD ⊆ C et un ensemble flou de termes̃RQ
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défini surT , les oṕerateurs de la connexion de Galois flouef̃ et h̃ [25] sont
reformuĺes comme suit :

f̃(D) = {α
t| α = min

d∈D
(µ eR(t, d)), t ∈ T } (4)

h̃(R̃Q) = {d ∈ C | ∀t ∈ T , (µgRQ
(t) IRG−→ µ eR(t, d)) = 1} (5)

sachant que :
– IRG désigne l’implication floue deRescher-Gäınes(voir tableau 2) ;

–
α
t désigne le termet appartenant̀a tous les documentsdj de l’ensemble
D avec un degŕe d’appartenanceα qui n’est autre que le minimum des
µ eR(t, dj). À titre d’exemple, consid́erons la relation binaire floue terme-

document illustŕee par le tableau 1, siD = {d2, d3, d4} alorsf̃(D) =

{0.66
t1 ,

0.26
t2 ,

0.60
t3 ,

0.00
t4 }.

Nous remarquons ainsi, que l’ensemblẽRQ est un sous-ensemble flou de
termes, òu à chaque terme est associé un degŕe de l’intervalle[0, 1], qui ex-
prime le seuil de représentativit́e minimal exiǵe par l’utilisateur. L’ensemble
R̃Q peut donc faire office de requête dans un mod̀ele de RI flou.

Appliquer l’opérateur̃h à l’ensemble flou de termes̃RQ, i.e. h̃(R̃Q), per-
met d’obtenir un ensemble classique, i.e. non flou, de documents qui sont an-
not́es par les termes dẽRQ, en respectant le degré de repŕesentativit́e exiǵe
pour chaque terme de la requêteR̃Q. Inversement, appliquer l’opérateurf̃
à l’ensemble classique de documentsD, i.e. f̃(D), permet d’obtenir un en-
semble flou de termes qui sont pondéŕes par leurs degrés d’appartenance
respectifs.

Selon l’expression (5), l’oṕerateur̃h de la connexion de Galois floue peut
être d́efini comme la fonction de correspondance qui va apparier les docu-
ments pertinents avec “tous” les termes d’une reqûete floue donńee, sans
pour autant́evaluer leurs degrés de pertinence respectifs. Ceci constitue une
limite de l’extension de Galois floue proposée dans [25]. Ńeanmoins, elle
reste int́eressante dans un contexte de datamining,étant donńe qu’une ap-
proche d’extraction de règles associatives floues, basée sur la fermeture de
cette connexion de Galois floue, aét́e propośee dans [6].

Cependant, en associant aux termes de la requête des degrés, nous sṕecifions
plus de restrictions sur les documents cherchés. Deux types de restriction
sont cit́ees dans la litt́erature [42],̀a savoir desrestrictions qualitativeset des
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restrictions quantitatives. Dans le cadre de notréetude, nous nous intéresse-
rons uniquement aux restrictions qualitatives qui illustrent le cas où les degŕes
assocíes aux termes de la requête expriment un critère qui affectela qua-
lit é des documents cherchés. Ainsi, les degrés traduisent des contraintes qui
doiventêtre satisfaites par les degrés d’appartenance des termes au niveau de
la relationterme-document. L’utilisateur peut par exemple fixer un seuil de
repŕesentativit́e minimal pour les termes de la requête.

4.2 Sémantique RI de l’implication

Dans le mod̀ele vectoriel de recherche d’information, la requête est in-
terpŕet́ee comme la description d’un document idéal [38]. La recherche consis-
te alorsà śelectionner les documents qui sont les plus proches de la requête.
Nous remarquons que le schéma de correspondance basé sur l’oṕerateur̃h de
la connexion de Galois floue proposée dans [25], ne correspond pasà cette
sémantique. Cet oṕerateur utilise l’implication deRescher-Gäınes(voir ex-
pression (5)) qui pŕesente un certain nombre de limites, liéesà l’utilisation
de l’inégalit́e “≤”.

En effet, consid́erons par exemple la relationterme-documentillustrée par
le tableau 1 (voir page 3) et supposons queµgRQ

(t2) = 0.10. Dans une
interpŕetation òu la reqûete repŕesente le document idéal, un terme de la
reqûete avec un faible degré signifie explicitement que le terme ne doit pas
apparâıtre dans les documents. Or, d’après la d́efinition de l’oṕerateurh̃,

donńee par l’expression (5), le degré de v́erité de l’implicationµgRQ
(t2)

IRG−→
µ eR(t2, dj) est égal à 1.00 pour tous les documents de la relation, puisque
µgRQ

(t2) = 0.10 ≤ µ eR(t2, dj), avecj = 1..4 (voir tableau 1, page 3). Nous

remarquons que les documentsd3 etd4 sont inclus dans le résultat dẽh(R̃Q)
bien qu’ils ne ŕepondent pas̀a la reqûete interpŕet́ee avec la śemantique du
mod̀ele vectoriel.

Inversement, supposons queµgRQ
(t1) = 0.68. D’après la d́efinition de

l’opérateur̃h de la connexion de Galois, donnée par l’expression (5), l’impli-

cationµgRQ
(t1)

IRG−→ µ eR(t1, d3) donne0 carµgRQ
(t1) = 0.68 > µ eR(t1, d3) =

0.66. Ainsi, le documentd3 ne sera pas inclus dans le résultat dẽh(R̃Q)
bien qu’il soit assez pertinent puisque les deux valeursµgRQ

(t1) = 0.68 et
µ eR(t1, d3) = 0.66 sont tr̀es proches.

Nous signalons que l’implication deRescher-Gäınesdemeure un cas par-
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ticulier des implications floues car elle rejoint le cas binaire avec un seuil de
vérification binairéegalà0 ou1. Pouréviter cette śelection binaire, il semble
plus appropríe de consid́erer d’autres implications floues plus flexibles que
l’implication de Rescher-Gäınes et d’étudier les crit̀eres de choix de ces
dernìeres dans le contexte de la définition d’une connexion de Galois floue.
De plus, l’utilisation de l’implication deRescher-Gäınessignifie que le degré

de v́erité de l’implicationµgRQ
(t) IRG−→ µ eR(t, d) n’est pris en compte que si

l’ égalit́e µgRQ
(t) IRG−→ µ eR(t, d) = 1.00 est v́erifiée. Il serait int́eressant d’as-

socier un seuil de v́erificationθ compris entre0 et1 relatif au degŕe de v́erité

de l’implication µgRQ
(t) IRG−→ µ eR(t, d), en consid́erant une autre implica-

tion floue. Ceci peut ŕeduire le probl̀eme de silence, i.e. réponse vide, en
consid́erant un seuil de v́erification minimal.

Nous d́eveloppons ainsi l’oṕerateur̃h de la connexion de Galois floue dans
le contexte de la RI afin de pouvoir trouver, par le biais de cet opérateur, non
seulement l’ensemble de documents pertinents, mais aussi leurs degrés de

pertinence respectifs,évalúes par l’implicationµgRQ
(t) IRG−→ µ eR(t, d), pour

chaque termet de la reqûeteR̃Q.
Dans un premier temps, nous introduisons une nouvelle définition de la

connexion de Galois floue, adaptéeà l’extraction de r̀egles associatives floues
à partir de texte. Nous avons détaillé dans [27] l’extraction de règles associa-
tives floues̀a partir de texte basée sur la fermeture de la connexion de Galois
floue que nous d́efinissons dans la section qui suit ainsi que leur utilisation
pour l’expansion de requêtes en recherche d’information. Cette approche est
validée par une śerie d’exṕerimentations [27] effectúees sur la collection test
OFIL du projetAMARYLLIS 3.

5 CONNEXION DE GALOIS FLOUE POUR L ’EX-
TRACTION DE RÈGLES ASSOCIATIVES FLOUES

À PARTIR DE TEXTES

Nous proposons une nouvelle définition de la connexion de Galois pour le
support de relation binaire floueterme-document. En partant des propositions
présent́ees dans [22, 25], nous suggérons les deux aḿeliorations suivantes :

3http ://amaryllis.inist.fr/



Connexion de Galois Floue et RI 13

1. L’utilisation d’une implication floue moins stricte que celle deRescher-
Gäınes. Dans le cadre de notréetude, nous proposons d’utiliser l’im-
plication de Lukasiewicz qui est de type R-implication et S-implication
à la fois (voir tableau 2, page 7) et qui vérifie les propríet́es 1 et 2 (voir
page 7). Cette implication supporte ainsi les deux types de sémantiques
à savoir : la satisfaction et l’importance.

2. Étant donńe que le degŕe de v́erité d’une implication floue, autre que
celle deRescher-Gäınes,appartientà l’intervalle [0, 1], nous propo-
sons de fixer un seuil minimal de vérificationθ ∈ [0, 1] de l’implica-

tion (µeT (t)
Ifloue−→ µ eR(t, d) ≥ θ), pour chaque terme de l’ensemble

flou de termes̃T .

5.1 Définition de la connexion de Galois floue

Nousénonçons la nouvelle définition de la connexion de Galois floue [30] :

Définition 9
Soit T̃ F = (C, T , R̃) un contexte formel textuel flou. Pour un ensemble de

documentsD ⊆ C, un ensemble flou de termes̃T défini surT et un seuil de
vérificationθ ∈ [0, 1], les oṕerateursf̃ et h̃θ sont d́efinis comme suit :

f̃(D) = {α
t| α = min

d∈D
(µ eR(t, d)), t ∈ T }

h̃θ(T̃ ) = {d ∈ C | ∀ t ∈ T , (µeT (t)
Ifloue−→ µ eR(t, d)) ≥ θ)}

Sachant que
Ifloue−→ est une implication floue de type R-implication ou S-

implication, v́erifiant les propríet́es 1 et 2 (voir page 7).

L’image d’un sous-ensemble de documentsD du corpus par l’oṕerateur
f̃ de la connexion de Galois floue est un sous-ensemble flou de termes,
tel que le degŕe d’appartenance pour un terme représente le minimum de
ses degŕes d’appartenance dans la relation binaire floueterme-document,
respectivement, pour tous les documents du sous-ensembleD. Lorsque le
degŕe d’appartenance est binaire, nous retrouvons exactement la définition
de l’opérateurf de la connexion de Galois classique [23].

Inversement, l’image d’un sous-ensemble flou de termeT̃ défini surT , par
l’opérateur̃h de la connexion de Galois floue, est un sous-ensemble classique
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de documents tel que le degré d’appartenance pour un terme appartenantà
T̃ est atteint jusqu’̀a un seuilθ dans le sous-ensemble de documents de la
relation binaire floueterme-document̃R. Cette śemantique est donnée par

le calcul du degŕe de v́erité de l’implicationµeT (t)
Ifloue−→ µ eR(t, d)) ≥ θ.

Lorsque le degŕe de v́erité de cette implication est binaire, comme dans le
cas de l’utilisation de l’implication floue deRescher-Gäınes(voir tableau
2, page 7), nous retrouvons exactement la définition de l’oṕerateurh de la
connexion de Galois classique [23].

La fermeture d’un ensemble flou de termesT̃ , i.e. f̃ ◦ h̃θ(T̃ ), repŕesente
un sous-ensemble flou de termes, tel que cet ensemble est fortement lié à un
ensemble de documents. Nous désignerons le sous-ensemble flou de termes
f̃ ◦ h̃θ(T̃ ) par concept ŕeduit flou. Partant de la d́efinition de concept flou
donńee dans [25], nouśenonçons la d́efinition suivante [31] :

Définition 10
Soit T̃ un ensemble flou de termes défini surT . Il est ditconcept ŕeduit flou,

si et seulement si il estégalà sa fermeture, i.e.̃f ◦ h̃θ(T̃ ) = T̃ .

Notons que la relaxation apportée par le seuil de v́erification minimumθ,
au niveau de la d́efinition de l’oṕerateur̃hθ de la connexion de Galois floue,
permet de ne pas extraire de concepts réduits flous vides̀a partir du contexte
formel flouT̃ F = (C, T , R̃).

Les concepts ŕeduits flous traduisent une connaissance additionnelle qui
peut être repŕesent́ee formellement par des règles associatives floues entre
termes. Ces règles peuvent̂etre utiliśees pour l’expansion de requêtes en RI
[27].

5.2 Propri étés de la connexion de Galois floue
Proposition 1
Les oṕerateursf̃ et h̃θ définissent une connexion de Galois floue. Les pro-
priét́es suivantes sont vérifiées pour tout ensemble classique de documents
D ⊆ C et tout ensemble flou de termes̃T défini surT , en consid́erant une
implication floueIfloue, vérifiant les propríet́es 1 et 2 (voir page 7).

– (P1)D1 ⊆ D2 ⇒ f̃(D1) ⊇ f̃(D2)
– (Q1) T̃1 ⊆ T̃2 ⇒ h̃θ(T̃1) ⊇ h̃θ(T̃2)
– (P2)D ⊆ h̃θ ◦ f̃(D)
– (Q2) T̃ ⊆ f̃ ◦ h̃θ(T̃ )
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– (P3) f̃(D) = f̃ ◦ h̃θ ◦ f̃(D)
– (Q3) h̃θ(T̃ ) = h̃θ ◦ f̃ ◦ h̃θ(T̃ )
– (P4)D1 ⊆ D2 ⇒ h̃θ ◦ f̃(D1) ⊆ h̃θ ◦ f̃(D2)
– (Q4) T̃1 ⊆ T̃2 ⇒ f̃ ◦ h̃θ(T̃1) ⊆ f̃ ◦ h̃θ(T̃2)
– (P5) h̃θ ◦ f̃(h̃θ ◦ f̃(D1)) = h̃θ ◦ f̃(D1)
– (Q5) f̃ ◦ h̃θ(f̃ ◦ h̃θ(T̃1)) = f̃ ◦ h̃θ(T̃1)
– (Q6) D ⊆ h̃θ(T̃ ) ⇔ T̃ ⊆ f̃(D)

Les preuves de ces différentes propriét́es sont donńees dans [22].

6 EXTENSION DE LA CONNEXION DE GALOIS

FLOUE POUR LA RI

6.1 Motivations

Dans ses articles de 1986, Van Rijsbergen [36, 37] a suggéŕe une mod́eli-
sation de la recherche d’informationà l’aide d’une logique. Cette idée aét́e
la base d’un courant de recherche basé sur l’utilisation de la logique en tant
que mod̀ele de description pour la RI. Il modélise ainsi la correspondance
entre un document et une requête par une implication d’un documentd vers
une reqûeteRQ, i.e.d −→ RQ. Cette suggestion áet́e reprise par Nie [32]
et étenduèa une double implication. Mais différentes autres interprétations
logiques de cette implication ontét́e étudíees par Sebastiani [41].

Dans sa proposition initiale, Van Rijsbergen [37] ne traite pas l’implication
d −→ RQ en tant qu’implication matérielle de la logique classique, mais il
consid̀ere que l’oṕeration primitive pour la RI est une implication incertaine.
D’où notre int́er̂et pour l’utilisation de la logique floue.

Dans le reste de l’article, nous proposons une nouvelle interprétation de
l’implication directed −→ RQ en consid́erant l’analyse formelle de concepts
et la logique floue comme fondements mathématiques. Notre objectif est en
fait d’évaluer cette implication par un opérateur de la connexion de Galois
floue, qui peut faire office d’un schéma de correspondance entre une requête
et un document.

Nous nous sommes inspirés de la proposition de Pasi [33] qui a repris la
structure de l’́evaluation du mod̀ele booĺeen pond́eŕe [40] dans un contexte
logique en int́egrant la possibilit́e d’utiliser un formalisme flou. Nous repre-
nons ces travaux̀a partir de la vision du mod̀ele logique d́ecrite dans [13].
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Par ailleurs, de nombreux travaux [23, 43] ont traité la d́ecouverte de con-
cepts formels et la ǵeńeration de r̀eglesà partir du treillis de Galois [24]. Ces
travaux ont eu des applications en recherche d’information [2, 3]. Le recours
à une connexion de Galois dans le contexte de la RI est intéressant dans la
sens òu il permet de :

– Consid́erer directement le treillis de concepts, qui demeure une repré-
sentation plus structurée de la relationterme-documentlors de l’interro-
gation, de l’indexation et de la navigation dans le treillis.

– Exploiter la connaissance véhicuĺee par le concept qui peutêtre repŕe-
sent́ee sous la forme de règles associatives entre termes dans l’expansion
de reqûetes en RI.

– Exploiter l’ordre partiel qui est d́efini sur les concepts du treillis de
Galois òu il existe une relation duale entre les concepts et leurs exten-
sions dans le treillis de concepts. Autrement dit, plus les intentions des
concepts (i.e. l’ensemble des termes) s’élargissent au niveau du treillis
et plus leurs extensions (i.e. l’ensemble des documents) respectives se
réduisent. Cette propriét́e s’av̀ere int́eressante pour la RI car le résultat
d’une reqûete peut̂etre traduit par un concept réduit au niveau du treillis.

Dans cette section, nous allons donc proposer une nouvelle extension de la
connexion de Galois floue. Notre objectif est d’aboutirà un nouveau schéma
de correspondance basé sur un oṕerateur de cette connexion de Galois floue
et assoupli par le quantificateur flou relatif“la plupart” .

L’approche propośee est baśee sur les hypoth̀eses suivantes :

1. Nous consid́erons que les termes représentent les contraintesélémen-
taires au niveau de la requête et l’estimation de la pertinence d’un do-
cument est calculée avec“la plupart” des termes de la requête, en
utilisant un quantificateur flou relatif“la plupart” ;

2. Nous nous basons sur les diverses sémantiques v́ehicuĺees par les degrés
d’appartenance associés aux termes et par les implications floues ;

3. Le concept de pertinence d’un documentd peutêtre mod́elisé comme
un concept graduel lié au degŕe de v́erité de l’implication flouetRQ −→
td pour chaque termet appartenant̀a la reqûeteRQ.

6.2 Sémantiques des degr és associ és aux termes de
la requ ête

Il nous parâıt important d’́etudier de manière explicite, les diff́erentes śeman-
tiques possibles des degrés associés aux termes ainsi que des implications
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floues et de discuter de leur intér̂et dans le cadre d’un schéma de correspon-
dance flou en RI.

En effet, l’interrogation de la relationterme-documentfloue, moyennant
une reqûete floue, correspond bien au principe de la division relationnelle
floue (DRF), òu l’ensembleR̃Q est la reqûete floueà évaluer etR̃ est la
relation binaire floueterme-document. Ici, nous faisons ŕeférence aux travaux
de Dubois et al. [19, 21] et des travaux de Bosc et al. [8], dans lesquels
les auteurs discutent du choix de l’implication floue, en tenant compte des
diff érentes śemantiques des degrés.

En d’autres termes, dans un contexte de RI, nous cherchons des documents
de R̃ qui sont repŕesent́es par tous les termes pondéŕes de la reqûete R̃Q.
Formellement, nous avons [19, 21] :

µ gRéponse
(d) = min

t∈T
µgRQ

(t)
Ifloue−→ µ eR(t, d) (6)

sachant que :
– ˜Réponse est l’ensemble flou des documents satisfaisant la requêteR̃Q ;

–
Ifloue−→ dénote une implication floue ;

– µgRQ
(t)

Ifloue−→ µ eR(d, t) désigne l’implication flouetRQ Ifloue−→ td que
nous d́esironśevaluer pour chaque termet de la reqûete.

L’implication µgRQ
(t)

Ifloue−→ µ eR(d, t) mesure le degré d’appartenance avec

lequel un termet de la reqûeteR̃Q appartient au documentd de la relation
R̃, sachant quet poss̀ede le niveau d’exigenceµgRQ

(t). Ce niveau d’exi-
gence traduit le degré de repŕesentativit́e du terme que l’utilisateur souhaite-
rait avoir dans les documents trouvés. La reqûete d́esigne en fait le prototype
d’un document qui lui ŕepond parfaitement. La pertinence d’un document
par rapport̀a la reqûete est mesurée parµ gRéponse

(d), qui n’est autre que le

minimum des degŕes de v́erité des implications flouesµgRQ
(t)

Ifloue−→ µ eR(d, t)

pour chaque termet de la reqûeteR̃Q.
Selon Dubois et al. [19, 21], le choix de l’implication floue estétroitement

li éà la śemantique des degrés d’appartenance associés aux termes (en occurr-
ence la śemantique assignéeàµ eR(ti, dj) etµgRQ

(ti). Les différentes śeman-
tiques possibles ontét́e d́etaillées et discutées dans [19]. Nous retenons deux
sémantiques dans le contexte de la RI :
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1. Śemantique de la satisfaction: Les degŕes d́efinissent des seuils mini-
maux de repŕesentativit́e relatifs aux termes de la requête, qui doivent
être satisfaits au moment de la correspondance avec le document. Nous
cherchons ainsi les documents suffisamment représent́es par tous les
termes de la reqûete.

2. Śemantique de l’importance: Les degŕes traduisent des niveaux d’im-
portance relatifs aux termes de la requête. La śemantique de l’impor-
tance exprime la priorité que l’utilisateur accordèa un terme au niveau
global de la reqûete (c’est une importance relative). Dans la pratique,
ceci veut dire que l’utilisateur exige que l’évaluation de la pertinence
du document soit donnée par rapport aux termes ayant les degrés d’ap-
partenance les plus forts dans la requête.

Cependant, dans le schéma de correspondance que nous proposons, nous
consid́erons que seule la sémantique de typesatisfactionpeutêtre adopt́ee
pour les degŕes d’appartenance de la relation binaire floueterme-document,
car ils d́ecrivent le degŕe de repŕesentativit́e de chaque terme dans chaque do-
cument de la relation floueterme-document. Par contre, les deux sémantiques
de typesatisfactionet importancepeuventêtre consid́eŕees pour les degrés
des termes de la requête.

6.3 Int érêt de l’utilisation d’un quantificateur flou dans
le contexte de la RI

L’expression (6) montre que la pertinence d’un document par rapportà la
reqûete est mesurée parµ gRéponse

(d), qui n’est autre que leminimumdes

degŕes de v́erité des implications flouesµgRQ
(t)

Ifloue−→ µ eR(d, t) pour chaque

termet d’une reqûete R̃Q. L’utilisation de la t-normeMIN de Zadeh [10]
(voir annexe A, page 35), qui illustre la conjonction floue, est justifiée par le
fait que l’utilisateur d́esire trouver les documents contenant “tous” les termes
de la reqûeteR̃Q. Ceci parâıt restrictif dans un contexte de RI.

Nous proposons de relaxer l’évaluation du degré de pertinence du docu-
ment en utilisant le quantificateur relatif flou“la plupart” [45] avec l’idée
de trouver les documents contenant“la plupart” des termes d’une requête
R̃Q. À ce sujet, signalons qu’une forme de relaxation des requêtes floues
a ét́e propośee par Bosc et al. [9] en utilisant lesα-coupures sur la requête
floueR̃Q.



Connexion de Galois Floue et RI 19

En effet, l’utilisation d’un quantificateur flou“la plupart” correspond̀a la
situation òu il existe quelques termes de la requête R̃Q dont les seuils de
satisfaction ou d’importance exigés ne sont pas atteints pour certains docu-
ments de la relatioñR. Nous mod́elisons la notion de“la plupart des ter-
mes” en associant au quantificateur flou relatif“la plupart” , un ensemble
flou Ila plupart, défini par [19] :

µIla plupart(i) = 1− µla plupart(i− 1) pour i = 1..m et µla plupart(0) = 0.0

Le sous-ensemble flouIla plupart définit un ordre de l’importance desm
termes dans le quantificateur flou“la plupart”, selon la propríet́e suivante :

µIla plupart(1) = 1.0 et µIla plupart(i) ≥ µIla plupart(i + 1), pour i = 1..(m− 1)

Ainsi, un terme ayant le degré d’appartenance le plusélévé dans la relation
binaire floueR̃, est consid́eŕe comme le terme le plus important selon la
définition du quantificateur flou“la plupart” , i.e.µIla plupart(1).

En supposant que la requêteR̃Q contientm termes, la fonctionσ définit
une permutation au niveau des termes dẽRQ en respectant l’ordre suivant
[19] :

µ eR(tσ(1), d) ≥ µ eR(tσ(2), d) ≥ ... ≥ µ eR(tσ(m), d)

En se basant sur la conjonction pondéŕee [15], la pertinence du document
par rapport̀a la reqûeteR̃Q est calcuĺee comme suit [19] :

µ gRéponse
(d) = min

i=1..m
(max(µgRQ

(tσ(i))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), d),

1− µIla plupart(i))), ∀ t ∈ T
L’utilisation de la fonctionσ est justifíee par le fait que lors de l’évaluation

de la pertinence d’un document, nous donnons d’abord la priorité au termet
de la reqûeteR̃Q ayant le degŕe d’appartenance le plusélévé dans la relation

R̃. Ceci permet de trouver le degré de v́erité de l’implicationµgRQ
(t)

Ifloue−→
µ eR(d, t) le plusélev́e pour ce termet. Plus le degŕe de v́erité de l’implication
diminue, plus le quantificateur flou“la plupart” intervient dans l’́evaluation
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de la pertinence d’un document. Autrement dit, pour le termetσ(1), i.e. le
terme ayant le degré d’appartenance le plus fort dans la relation, le degré
1− µIla plupart(1) estégalà0 et l’expression suivante [19] :

max(µgRQ
(tσ(1))

Ifloue−→ µ eR(tσ(1), d), 1− µIla plupart(1))

sera ŕeduite au degré de v́erité de l’implicationµgRQ
(tσ(1))

Ifloue−→ µ eR(tσ(1), d).
Ceci veut dire que le quantificateur flou n’intervient pas dans ce cas de figure.

La particularit́e de l’utilisation du quantificateur flou“la plupart” réside
dans le fait que ce quantificateur s’applique progressivement sur une requête
dem + 1 termes (i.e. de0 à m termes). Ainsi, pour le rangi = 2, un seul
terme de la reqûete v́erifie le quantificateur flou“la plupart” , pour i = 3,
deux termes de la requête v́erifient le quantificateur“la plupart”, et ainsi de
suite jusqu’̀a arriverà i = (m + 1), où m termes de la reqûete v́erifient le
quantificateur flou“la plupart” .

Nous pouvons donc déduire que le degré de v́erité de l’implication trait́ee

dans le cadre de la RIµgRQ
(tσ(i))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), d) est pond́eŕe parµIla plupart(i),
de manìereà ce que le degréµIla plupart(i) soit aussi grand que le degré de l’im-

plicationµgRQ
(tσ(i))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), d) est grand. Ceci explique l’utilisation
de1− µIla plupart(i).

6.4 Schéma de correspondance en RI bas é sur une
extension de la connexion de Galois floue

Dans le cadre de notre travail, pour chaque terme de la requête, nous asso-
cions un degŕe d’appartenance, exprimant une sémantique de typesatisfac-
tion relative au seuil de représentativit́e exiǵe ou une śemantique de type
d’importancerelative à son importance dans la requête. Nous proposons
une nouvelle extension de la connexion de Galois floue adaptéeà la RI, òu
l’opérateur̃h de la connexion représente le nouveau schéma de correspon-
dance floureqûete-document, qui permet d’́evaluer, en plus des documents
pertinents, leurs degrés de pertinence respectifs.

Nous proposons d’utiliser le quantificateur relatif“la plupart” tel qu’il a
ét́e d́efini dans la section 6.3 (voir page 18).

En supposant que la requêteR̃Q contientm termes et que l’ensemblẽD
de documents contientl documents, la fonctionγ définit une permutation
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au niveau deD̃ et la fonctionσ définit une permutation au niveau dẽRQ
comme suit :

1. Permutation desm termes qui figurent dans̃RQ en respectant l’ordre
suivant :

µ eR(tσ(1), d) ≥ µ eR(tσ(2), d) ≥ .. ≥ µ eR(tσ(m), d);

2. Permutation desl documents de l’ensemblẽD en respectant l’ordre
suivant :

µ eR(t, dγ(1)) ≥ µ eR(t, dγ(2)) ≥ .. ≥ µ eR(t, dγ(l)).

Nousénonçons ainsi la nouvelle définition de la connexion de Galois pour
la RI [31].

Définition 11
Soit T̃ F = (C, T , R̃) un contexte formel textuel flou. Pour un ensemble flou

de documents̃D défini surC et un ensemble flou de termes̃RQ défini sur
T , les oṕerateursf̃ et h̃ de la connexion de Galois floue sont définis comme
suit :

f̃(D̃) = {t | µ ef( eD)(t) = min
j

(max(µ eD(dγ(j))
Ifloue−→ µ eR(t, dγ(j)),

1− µI la plupart(j))), t ∈ T }

h̃(R̃Q) = {d | µeh(gRQ)
(d) = min

i
(max(µgRQ

(tσ(i))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), d),

1− µI la plupart(i))), d ∈ C} (7)

sachant que
Ifloue−→ désigne une implication floue, vérifiant les propríet́es 1 et

2 (voir page 7) etIla plupart repŕesente le sous-ensemble flou, définissant le
quantificateur flou “la plupart”.

Dans l’expression (7), chaque terme de la requête(R̃Q) est trait́e indivi-

duellement afin de pouvoir calculer par le biais de l’implication floue
Ifloue−→ et

le quantificateur flou“la plupart” , le degŕe de v́erification de sa représenta-
tivit é ou de son importance dans le documentd en question. Ainsi, la valeur
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de δ, calcuĺee par la fonctioñh pour un documentd repŕesente le degré de
pertinence de ce document par rapportà “la plupart” des termes pondéŕes
de la reqûete floueR̃Q. Ceci est obtenu en utilisant la conjonction pondéŕee
[14].

6.4.1 Śemantique de la fermeture de la connexion de Galois floue en RI

Nous d́efinissons dans cette section la nouvelle sémantique de la fermeture
de la connexion de Galois floue, présent́ee dans la section préćedente, i.e.
f̃ ◦ h̃. Ainsi, en appliquant l’oṕerateur̃h de la connexion de Galois floue sur
un ensemble flou de termes̃RQ qui désigne la reqûete floue dans un contexte
de RI, nous trouvons l’ensemble floũD de documents qui sont pondéŕes par
leurs degŕes de pertinence respectifs. Ces documents contiennent “la plu-
part” des termes pond́eŕes de la reqûeteR̃Q. De la m̂eme manìere, si nous
appliquons l’oṕerateurf̃ de la connexion de Galois floue sur un ensemble
flou de documents̃D, nous trouvons l’ensemble floũT ′ de termes pond́eŕes
par leurs degŕes d’appartenance respectifsà cet ensemble et qui annotent
“ la plupart” des documents de l’ensemblẽD. Ainsi la fermeture d’un en-
semble flou de termes̃RQ, i.e. f̃ ◦ h̃(R̃Q), définit un concept ŕeduit flou
(voir définition 10, page 14).

En effet, le concept réduit flou correspond bieǹa un premier filtrage signi-
ficatif, permettant de traiter plus préciśement les associations existantes entre
les termes de cet ensemble.

Dans le contexte de la RI, en considérant la matriceterme-terme, Bruandet
constate dans [11, 12] qu’il est difficile d’interpréter le graphe associé à une
telle matrice. Ainsi, afin d’extraire plus facilement des connaissances utiles
à partir de cette matriceterme-terme, Bruandet propose de construire,à par-
tir du graphe associé, les sous-graphes maximaux complets appeléscliques
[7]. Ces cliques fournissent ainsi une représentation de la matriceterme-
termesans perte d’informations.̀A titre d’exemple, une clique peut consti-
tuer un bon ŕesuḿe d’une phrase. Par rapportà la matrice initiale, les cliques
apportent plus d’informations quant aux liaisons entre les termes. Chaque
clique donne un ensemble de termes complètement connectés entre eux au
sens d’une certaine mesure d’association entre deux termes définie dans [12].

Nous constatons que, par rapport auxcliques[11, 12] utiliśees pour l’ex-
traction de concepts4 à partir de texte, les concepts réduits de termes, qu’ils

4Ici, ce terme ne d́esigne pas un concept réduit, mais plut̂ot le concept trait́e par les termes
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soient classiques ou flous, sont plus riches en information et illustrent for-
mellement les liens qui existent entre les termes et les documents dans une
relation binaireterme-document. Cet avantage provient du fait que l’extrac-
tion de concepts réduits se fait sur la relation binaireterme-document, alors
que la construction de cliques se faità partir du graphe associé à la relation
terme-terme[12].

Pour conclure, nous pouvons dire que l’extraction de cliques, tout comme
celle de concepts réduits, permet d’acćederà des connaissances plus aisément
interpŕetables et correspondant mieuxà l’expression d’une connaissance ad-
ditionnelle. Les cliques nous apportent plus d’informations quant aux liai-
sons entre les termes alors que les concepts réduits d́ecrivent les liaisons
étroites existantes entre les termes et les documents.

6.4.2 Propriétés de la connexion de Galois floue

Proposition 2
Soit la connexion de Galois floue(f̃ , h̃) (voir définition 11, page 21). Les
propríet́esénonćees dans la proposition 1 (voir page 14) sont vérifiées pour
tout ensemble flou de documents̃D défini surC et tout ensemble flou de
termesT̃ défini surT , en consid́erant le quantificateur flou relatif ”la plupart”
et une implication floueIfloue de type R-implication ou S-implication et
vérifiant les propríet́es 1 et 2 (voir page 7).

La propríet́e (Q1) (voir page 14) peut̂etre interpŕet́ee en RI comme suit :
en consid́erant une reqûete floue initiale, le fait d’́etendre cette requête par
d’autres termes permettrait de la rendre plus précise et de cibler la recherche,
en trouvant un nombre plus réduit de documents. L’objectif serait ainsi de
minimiser le bruit lors de l’interrogation, tout en conservant un bon taux de
rappel.

Les preuves des différentes propriét́es de la connexion de Galois floue
définie pour la RI sont donńees dans l’annexe B.

6.5 Traitement s émantique d’une requ ête

Une reqûete traduit un besoin en information exprimé par l’utilisateur. Ce
besoin peut̂etre d́efini en mettant l’accent soit sur le niveau de satisfaction

du texte.
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exigé, soit sur l’importance relative de ce besoin ou encore sur les deuxà la
fois.

En consid́erant l’oṕerateur̃h de la connexion de Galois floue comme la
fonction d’appariementreqûete-document, nous allons discuter les trois cas
possibles relatifs au choix de l’implication floue, utilisée dans la nouvelle
connexion de Galois floue définie pour la RI. Notons que le résultat impli-
cite de l’interrogation dans chaque cas, dépend fortement de la sémantique
donńeeàµgRQ

(t) etµ eR(t, d) [19, 21].

Cas 1) Les degŕes attribués aux termes de la reqûete expriment une
sémantique de typesatisfaction

Dans ce cas, pour chaque terme de la requête, l’utilisateur attribue un ni-
veau de repŕesentativit́e minimal, qu’il d́esire trouver dans les documents, i.e.
µgRQ

(tσ(i)). Notons que tous les termes de la requête sont consid́eŕesà im-
portancéegale, i.e. qu’aucune priorité entre les termes n’est fixée, et tous les
termes ont un niveau d’importance maximalégalà 1.0. La reqûete est ainsi
repŕesent́ee par un ensemble floũRQS (S pour satisfaction), qui modélise
la repŕesentativit́e du terme exiǵee dans le document. L’idée est de trouver
les documents qui contiennent“la plupart” des termes de la requêteR̃QS .
Formellement, le degré de pertinence d’un documentd dans le cadre de cette
sémantique est d́efini comme suit :

µ gRéponse
(d) = min

i=1..m
(max(µgRQ

(tσ(i))
R−imp−→ µ eR(tσ(i), d), 1−µIla plupart(i)))

(8)
Pour évaluer le degŕe de v́erité de cette implication, Dubois et al. [14]

proposent d’utiliser une R-implication. L’expression (8) exprime avec quel
degŕe de repŕesentativit́e un terme d’une requête R̃QS doit figurer dans la
relation floueterme-document̃R. Ainsi, il est naturel de considérer que le
document satisfait complètement la reqûete si le degŕe d’appartenance exigé
pour un termetσ(i), i.e. µgRQ

(tσ(i)), est inf́erieur ouégal au degŕe d’appar-
tenance existant dans la relationµ eR(tσ(i), dj). Ceci veut dire que le degré

exigé est largement atteint. Autrement dit, ce document appartientà h̃(R̃Q)
avec un niveau de pertinenceégal à 1. Formellement, l’implication floue

µgRQ
(tσ(i))

R−imp−→ µ eR(tσ(i), d) estévalúee dans ce cas, comme suit :

(µgRQ
(tσ(i))

R−imp−→ µ eR(tσ(i), d) = 1) ⇐⇒ µgRQ
(tσ(i)) ≤ µ eR(tσ(i), d)
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Évaluation de l’implication Commentaires

µgRQ
(tσ(i))

R−imp−→ µ eR(tσ(i), d)

Utilisation de l’implication de G̈odel :

(µgRQ
(tσ(i))

Gö−→ µ eR(tσ(i), d)) = µ eR(tσ(i), d) Pŕeserver, pour le degré de v́erité de l’implication
le degŕe d’appartenance du terme en question
dans la relation floue.

Utilisation de l’implication de Goguen :

(µgRQ
(tσ(i))

G−→ µ eR(tσ(i), d)) =
µ eR(tσ(i),d)

µgRQ
(tσ(i))

Garder un degré de pertinence relatif, qui est le degré

d’appartenance du terme dans la relation divisé par
le degŕe de repŕesentativit́e exiǵe dans la reqûete.

Utilisation de l’implication de Lukasiewicz :

(µgRQ
(tσ(i))

Luka−→ µ eR(tσ(i), d)) = Baśee sur l’́ecart entre le degré de repŕesentativit́e
1− µgRQ

(tσ(i)) + µ eR(tσ(i), d) exigé et le degŕe d’appartenance existant
dans la relation.

TAB . 3 – Propositions avec les R-implications floues.

Les R-implications les plus communes telles que celles de Gödel, Goguen
et Lukasiewicz (voir tableau 2, page 7) vérifient cette propríet́e. Dans le cas
contraire, òu le documentd ne satisfait pas complètement la reqûete, i.e.
µgRQ

(tσ(i)) > µ eR(tσ(i), d), le termetσ(i) appartient au documentd dans
la relation floueterme-document, avec un degŕe d’appartenance inférieur au
degŕe exiǵe dans la reqûete. Le degŕe de satisfaction exiǵe n’est pas donc

atteint. Dans ce cas, l’implicationµgRQ
(tσ(i))

R−imp−→ µ eR(tσ(i), d) estévalúee
en utilisant les R-implications de G̈odel, de Goguen et de Lukasiewicz. Le
tableau 3 ŕesume les diff́erentes propositions avec les R-implications floues.

Cas 2) Les degŕes attribués aux termes de la reqûete expriment une
sémantique de typeimportance

Dans ce cas,̀a chaque terme de la requête est associé un degŕe d’im-
portance, i.e. son degré d’appartenancèa la reqûete floueµgRQ

(tσ(i)), qui
n’est pas toujourśegalà 1. Par contre, tous les degrés de satisfaction qui ex-
priment les niveaux de représentativit́e respectifs des termes sont fixésà 1.
La reqûete est ainsi représent́ee par un ensemble floũRQI (I pour impor-
tance), qui mod́elise l’importance d’un terme dans la requête par rapport aux
autres termes. Nous utilisons le quantificateur flou relatif“la plupart” afin
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de trouver les documents qui contiennent“la plupart” des termes importants
dans la reqûeteR̃QI . Formellement, le degré de pertinence d’un document
dans le contexte de cette sémantique est d́efini comme suit :

µ gRéponse
(d) = min

i=1..m
(max(µgRQ

(tσ(i))
S−imp−→ µ eR(tσ(i), d), 1−µIla plupart(i)))

(9)

Pourévaluer le degŕe de v́erité de l’implicationµgRQ
(tσ(i))

S−imp−→ µ eR(tσ(i), d)

pour un terme donńe de la reqûeteR̃QI , Dubois et al. [14] proposent d’uti-
liser une S-implication. L’expression (9) exprime avec quel degré d’apparte-
nance un terme important de la requêteR̃QI doit figurer dans la relation floue
terme-document̃R. Nous supposons quẽRQI est un ensemble flou norma-
lisé (i.e. il existe au moins un terme de la requête ayant un degré d’impor-
tance maximaĺegalà 1). Ainsi, il est naturel de considérer dans le cadre de la
sémantiqueimportanceque le document satisfait complètement la reqûete si
tous les termes de cette requête, quels que soient leurs niveaux d’importance,
sont inclus dans la relationterme-documentavec un degŕe de repŕesentativit́e
maximal, i.e.́egalà 1. Formellement, nous avons :

µ gRéponse
(d) = 1 ⇐⇒ (∀ t ∈ T , µgRQI

(tσ(i)) > 0 ⇒ µ eR(tσ(i), d) = 1)
(10)

LorsqueµgRQ
(tσ(i)) = 1 (i.e. le terme a un degré d’importance maximal),

le degŕe de v́erité de l’implicationµgRQ
(tσ(i))

S−imp−→ µ eR(tσ(i), d), pour un

terme donńe tσ(i) de la reqûeteR̃QI , est alorśegal au degŕe d’appartenance
du terme existant dans la relation, i.e.µ eR(tσ(i), d).

Le degŕe de v́erité de l’implicationµgRQ
(tσ(i))

S−imp−→ µ eR(tσ(i), dj) n’est
nul, que lorsque le degré d’importance est maximal, i.e.µgRQI

(tσ(i)) =
1, et que le degŕe d’appartenance du terme dans la relation est nul (i.e.
µ eR(tσ(i), dj) = 0). Formellement, nous avons :

(µgRQ
(tσ(i))

S−imp−→ µ eR(tσ(i), d) = 0) ⇐⇒ µgRQI
(tσ(i)) = 1 et µ eR(tσ(i), d) = 0

(11)
Ce type de comportement nécessite l’utilisation des S-implications comme

celles de Kleene-Dienes et Reichenbach [19] qui vérifient les deux expres-
sions (10) et (11).
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Évaluation de l’implication Commentaires

µgRQ
(tσ(i))

S−imp−→ µ eR(tσ(i), dj)

Utilisation de l’implication de Kleene-Dienes :

(µgRQ
(tσ(i))

KD−→ µ eR(tσ(i), dj)) Le termetσ(i) de la reqûete peut̂etre
= max(1− µgRQI

(tσ(i)), µ eR(tσ(i), dj)) ignoŕe jusqu’̀a un certain degré.

(µgRQ
(tσ(i))

KD−→ µ eR(tσ(i), dj)) = 1 Le terme est complètement ignoŕe,
∀ la valeur deµ eR(tσ(i), dj). i.e.µgRQI

(tσ(i)) = 0.

Utilisation de l’implication de Reichenbach :

(µgRQ
(tσ(i))

RB−→ µ eR(tσ(i), dj)) L’importance d’un terme de la requête
= 1− µgRQI

(tσ(i)) + µgRQI
(tσ(i))× µ eR(tσ(i), dj)) peutêtre ŕeduite jusqu’̀a un certain degré

(qui est le degŕeµgRQI
(tσ(i))).

TAB . 4 – Propositions avec les S-implications floues.

Le cas òu µgRQ
(tσ(i)) < 1 repŕesente le fait que le termetσ(i) n’est pas

très important dans la requête, et il n’est pas considéŕe comme prioritaire
dans la recherche. Si de plusµ eR(tσ(i), d) = 0, alors le degŕe de v́erité de

l’implication µgRQ
(tσ(i))

S−imp−→ µ eR(tσ(i), d) doit être strictement positif. Le
tableau 4 ŕesume les diff́erentes propositions avec les S-implications [19].

Nous remarquons que le degré de v́erité de l’implicationµgRQ
(tσ(i))

KD−→
µ eR(tσ(i), d), donńe par l’utilisation de l’implication de Kleene-Dienes (voir
tableau 2), s’approche de1 quandµgRQI

(tσ(i)) est faible (sans tenir compte
de la valeur deµ eR(tσ(i), d)). De m̂eme, ce degré de v́erité est́egalàµ eR(tσ(i), d)
quand le degŕe d’importance du termeµgRQI

(tσ(i)) estélev́e (sans tenir compte
de la valeur deµgRQI

(tσ(i))).

Notonségalement que le degré de v́erité de l’implicationµgRQ
(tσ(i))

RB−→
µ eR(tσ(i), d), obtenu par l’implication de Reichenbach (voir tableau 2, page
7), crôıt d’une manìere continue de la valeur deµ eR(tσ(i), d) vers 1, quand
µgRQI

(tσ(i)) décrôıt.

Cas 3) Combinaison des deux sémantiques au niveau de la reqûete

Nous consid́erons dans ce qui suit le cas le plus géńeral òu les degŕes d’im-
portance expriḿes au niveau de la requête sont líes aux degŕes de repŕesen-
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tativité exiǵes pour les termes, dans la relationterme-document. La combi-
naison des deux sémantiques illustre une vision plus globale de la requête.
Dans ce cas de figure, le degré d’importance exprime, par exemple, qu’il
est plus important d’avoir dans le document un terme (avec un degré de
repŕesentativit́e sṕecifié) que d’avoir un autre terme avec son propre degré
d’appartenance dans la relation floueterme-document. En utilisant le quan-
tificateur flou“la plupart” , la pertinence d’un document est définie comme
suit :

µ gRéponse
(d) = min

i=1..m
(max(µgRQI

(tσ(i))
S−imp−→ (µgRQS

(tσ(i))
R−imp−→

µ eR(tσ(i), d))), 1− µIla plupart(i)) (12)

L’expression (12) estime avec quel degré l’ensemble flouR̃QI des termes

importants est inclus dans l’ensemble flou(R̃QS
R−imp−→ R̃) des termes qui

appartiennent au document, en satisfaisant le degré de repŕesentativit́e exiǵe
au niveau deR̃QS . Remarquons que lorsque∀ t ∈ T , µgRQI

(tσ(i)) = 1 ou
∀ t ∈ T , µgRQS

(tσ(i)) = 1, l’expression (12) se réduit respectivement aux
deux expressions (8) et (9).

Pourévaluer la pertinence d’un document dans ce cas, il serait judicieux
d’utiliser deux implications, i.e. une R-implication et une S-implication, véri-
fiant les propríet́es 1 et 2 (voir page 7) et qui donnent les meilleures valeurs
de pertinence, respectivement, pour les deux types de sémantique, i.e. satis-
faction et importance,

Exemple 2
Nous consid́erons la relation floue terme-document illustrée par le tableau 1

(voir page 3) et les deux ensembles flous̃RQS et R̃QI définis surT et qui
expriment les besoins de l’utilisateur. Ceux-ci sont définis en consid́erant les
deux types de śemantique, i.e. satisfaction et importance. La requêteR̃QS

définit le niveau de représentativit́e minimal exiǵe pour chaque terme de la
reqûete alors quẽRQI décrit l’importance relative de chaque terme dans la

reqûete. Nous supposons quẽRQS = {0.6
t1 ,

0.8
t2 ,

0.3
t3 } et R̃QI = {1.0

t1 ,
0.8
t2 ,

0.3
t3 }.

Dans cet exemple, le quantificateur relatif “la plupart” possède une cardi-
nalité maximaléegaleà 3 termes et il est d́efini comme suit :

µla plupart(0) = 0.0, µla plupart(1) = 0.50, µla plupart(2) = 0.75 etµla plupart(3) =
1.00.

Nous lui associons un sous-ensemble flouIla plupart défini par :
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µIla plupart(1) = 1.00, µIla plupart(2) = 0.50, µIla plupart(3) = 0.25 etµIla plupart(4) =
0.00

Nous proposons d’utiliser l’implication floue de Lukasiewicz (voir tableau
2, page 7), qui est̀a la fois une R-implication et une S-implication et qui
vérifie les deux propriét́es 1 et 2 (voir page 7). Nous allons discuter les
résultats de la fonction de correspondanceh̃(R̃Q) en utilisant les diff́erentes
versions illustŕees par le tableau 5.

Sémantique Requête Version Commentaires
Satisfaction gRQS Version 1 Utilisation de la t-norme MIN de Zadeh

et l’implication de Lukasiewicz.gRQS Version 2 Utilisation du quantifacteur flou “la plupart”
et l’implication de Lukasiewicz.

Importance gRQI Version 3 Utilisation de la t-norme MIN de Zadeh
et l’implication de Lukasiewicz.gRQI Version 4 Utilisation du quantifacteur flou “la plupart”
et l’implication de Lukasiewicz.

Combinaison des gRQS etgRQI Version 5 Utilisation de la t-norme MIN de Zadeh,
deux śemantiques et l’implication de Lukasiewicz

pour les deux types de sémantique.gRQS etgRQI Version 6 Utilisation du quantifacteur flou “la plupart”
et l’implication de Lukasiewicz
pour les deux types de sémantique.

TAB . 5 – Versions retenues.

À la lecture du tableau 6, nous remarquons que le documentd3 est per-
tinent avec un degré égal à 1, et ce, quelle que soit la version retenue re-
lativementà une śemantique de type satisfaction (i.e. version 1 et 2). Ceci
est expliqúe par le fait que les degrés de repŕesentativit́e exiǵes pour tous
les termes de la requête R̃QS sont largement atteints au niveau de la re-
lation floue terme-document̃R (voir tableau 1, page 3). Nous constatons
également que les degrés de pertinence des documentsd2 et d4 sont nette-
ment meilleurs, pour les deux types de sémantique, dans le cas où nous uti-
lisons le quantificateur flou “la plupart” (i.e. version 2 et 4). Ceci est justifié
par la relaxation apportée par ce quantificateur.

Dans le cas d’une sémantique de type importance, l’utilisateur se montre
plus int́eresśe par des documents contenant le termet1, ensuite par les autres
termes de la reqûete. Nous remarquons que le documentd1 est pertinent
avec un degŕe égal à 0.90 (version 3). Ceci s’explique par le fait qu’il soit
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Degŕe de pertinence du document
d1 d2 d3 d4

Version 1 0.90 0.65 1.00 0.46
Version 2 0.90 0.75 1.00 0.75
Version 3 0.90 0.65 0.66 0.46
Version 4 0.90 0.70 0.75 0.75
Version 5 1.00 0.85 1.00 0.66
Version 6 1.00 0.85 1.00 0.75

TAB . 6 – Degŕes de pertinence des documents relatifs aux différentes ver-
sions.

repŕesent́e d’une manìere assez forte par les trois termes de la requêteR̃QI .
Soulignons que la pertinence du documentd4 est affaiblie par le fait que
le termet2, qui apparâıt comme un terme relativement important dans la
reqûeteR̃QI , appartient faiblement̀a ce document. Cependant, en utilisant le
quantificateur flou “la plupart”, sa pertinence s’améliore nettement puisqu’il
est repŕesent́e par les deux autres termes qui sont moins importants.

Pour la combinaison des deux sémantiques, nous obtenons les valeurs sui-

vantes :{
1.00

d1 ,
0.85

d2 ,
1.00

d3 ,
0.66

d4 } en consid́erant la cinquìeme version. Les docu-
mentsd1 etd3 apparaissent comme les documents les plus pertinents pour la
reqûete. Nous remarquons que l’utilisation du quantificateur flou “la plupart”
améliore toutes les valeurs de pertinence, notamment pour le documentd4.

7 CONCLUSION

Nous avons proposé dans cet article une nouvelle interprétation de l’im-
plication logique en recherche d’informationd −→ RQ dans un contexte
flou. L’intér̂et de cette approche réside dans un nouveau schéma de corres-
pondance qui est basé sur une extension de la connexion de Galois floue. En
intégrant les diff́erentes śemantiques que peut avoir les degrés attribúes aux
termes de la reqûete et un quantificateur flou, dans la nouvelle définition de
la connexion de Galois floue, nous avons discuté du choix de l’implication
floue afin de śelectionner celle qui est la plus appropriée au domaine de la RI.
Nous avonśegalement montré que les propriét́es de la connexion restent va-
lides sur cette extension. Nous pensons que l’exploration de ce point de vue
doit se poursuivre pour l’intégrer dans la mod́elisation d’autreśeléments du
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domaine de la RI, comme le degré de certitude d’un terme d’indexation. De
manìere pratique, cettéetude th́eorique permet d’envisager l’expérimentation
d’un moteur de recherche, qui ne sera plus basé sur un calcul de distance
entre vecteurs de termes, mais plutôt fond́e sur un algorithme d’extraction de
concepts formels flous, par fermeture de la connexion de Galois floue telle
qu’elle est d́efinie dans cet article. Ce travail peutêtreégalement approfondi
dans deux autres directionsà savoir : l’́etude dans le m̂eme contexte flou
de l’implication logique ŕeciproque en RIRQ −→ D et l’utilisation de la
connexion de Galois floue pour l’extraction de règles associatives floue entre
termes, comme nous l’avons déjà propośee dans [27].
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revue d’Intelligence Artificielle, Vol 17, No. 1, 2003, pages 131–144,
Janvier 2003.

[30] C. Cherif Latiri, J.P. Chevallet et S. Elloumi. Fuzzy Galois Connection
based Information Retrieval Model. InProceedings of the Workshop on
Information Systems, Villa Monastero, Varenna, Italy, September 2002.

[31] C. Cherif Latiri, J.P. Chevallet, S. Elloumi et A. Jaoua. Extension of
fuzzy galois connection for information retrieval using a fuzzy quan-
tifier. In Proceedings of the ACS/IEEE International Conference on



34 Revue I3, vol. 1, num. 1

Computer Systems and Applications, AICCSA’03, Tunis, Tunisia, July
2003.
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A NORMES ET CONORMES TRIANGULAIRES

Les oṕerations d’intersection, d’union et de complémentation de sous-
ensembles flous, habituellement employées, peuvent̂etre remplaćees par des
opérations construites̀a l’aide d’oṕerateurs diff́erents du minimum, du maxi-
mum et de la complémentatioǹa 1 [10]. Ces oṕerateurs sont souvent utilisés
lorsque les oṕerations habituelles ne s’avèrent pas satisfaisantes, par exemple
en logique floue ou dans la commande floue [17, 18]. Ils sont définisà partir
d’unenorme triangulaireet d’uneconorme triangulairedéfinies comme suit
[10] :

Définition 12
Une norme triangulaire“t-norme” est une fonction> : [0, 1]×[0, 1] 7→ [0, 1]
qui vérifie, pour toutx, y, z dans[0, 1], les propríet́es suivantes :

– >(x, y) = >(y, x)
– >(x,>(y, z)) = >(>(x, y), z)
– >(x, y) ≤ >(z, t) si x ≤ z ety ≤ t
– >(x, 1) = x

L’opérateur ”min” v érifie toutes les propriét́es de la d́efinition d’une t-norme.
À toute t-norme, nous pouvons associer un opérateur d’intersection entre
deux ensembles flous̃A et B̃ d’un univers de discoursU , défini par :

µ eA∩> eB(x) = >(µ eA(x), µ eB(x)). (13)

Définition 13
Une conorme triangulaire“t-conorme”est une fonction⊥ : [0, 1]× [0, 1] 7→
[0, 1], qui vérifie, pour toutx, y, z dans[0, 1], les propríet́es suivantes :

– ⊥(x, y) = ⊥(y, x)
– ⊥(x,⊥(y, z)) = ⊥(⊥(x, y), z)
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t-norme t-conorme nom
min(x,y) max(x,y) Zadeh

max(x + y - 1,0) min(x + y, 1) Lukasiewicz



x si x = 1
y si y = 1
0 sinon









x si y = 0
y si x = 0
1 sinon



 Weber

TAB . 7 – Normes et t-conormes duales

– ⊥(x, y) ≤ ⊥(z, t) si x ≤ z ety ≤ t
– ⊥(x, 0) = x

L’opérateur ”max” v érifie les propríet́es de la d́efinition d’une t-conorme.
À toute t-conorme, nous pouvons associer un opérateur d’union entre deux
ensembles flous̃A et B̃ d’un univers de discoursU , défini par :

µ eA∪⊥ eB(x) = ⊥(µ eA(x), µ eB(x)). (14)

Les t-normes et les t-conormes les plus utilisées sont indiqúees dans le
tableau A.1. Elles sont ordonnées de la manière suivante :

∀x, y ∈ [0, 1] >Weber ≤ >(x, y) ≤ min(x, y) (15)

max(x, y) ≤ ⊥(x, y) ≤ ⊥Weber(x, y) (16)

B L ES PREUVES DES PROPRIÉTÉS DE LA CONNEXION

DE GALOIS FLOUE D ÉFINIE POUR LA RI

Nous prouvons les propriét́es de la connexion de Galois floue définie pour
la RI. Ces propríet́es restent valides avec n’importe quelle implication floue
Ifloue, vérifiant les deux propriét́es 1 et 2 (voir page 7).

Propriét́e (P1) :D̃1 ⊆ D̃2 ⇒ f̃(D̃1) ⊇ f̃(D̃2)
Preuve : Étant donńe deux ensembles flous de documentsD̃1 et D̃2

définis surC, nous avons :
Si D̃1 ⊆ D̃2 alors∀d ∈ C, µ eD2

(d) ≥ µ eD1
(d).
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Pour un termetk ∈ T , nous avons :

µ ef( eD1)
(tk) = min

j
(max(µ eD1

(dσ(j))
Ifloue−→ µ eR(tk, dσ(j)),

1− µIla plupart(j))), ∀d ∈ C;

µ ef( eD2)
(tk) = min

j
(max(µ eD2

(dγ(j))
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)),

1− µIla plupart(j))),∀d ∈ C;
En respectant la fonction de permutationγ sur lesl documents de la rela-

tion R̃ stipulant que :

µ eR(t, dγ(1)) ≥ µ eR(t, dγ(2)) ≥ µ eR(t, dγ(3)) ≥ ... ≥ µ eR(t, dγ(l)), (17)

nous avons :
µ eD2

(dγ(j)) ≥ µ eD1
(dγ(j)), (18)

D’après la propríet́e 1 (voir page 7), l’́equation (18) devient :

µfD2
(dγ(j))

Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)) ≤ µ eD1
(tγ(j))

Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)). (19)

D’après la propríet́e de la monotonie des opérateursmin etmax, l’ équation
(19) devient :

minj(max(µfD2
(dγ(j))

Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)), 1− µIla plupart(j))) ≤
minj (max({µ eD1

(dγ(j))
Ifloue−→ µ eR(, tk, dγ(j)), 1− µIla plupart(j))); (20)

Il en découle de l’́equation (20) queµ ef( eD2)
(tk) ≤ µ ef( eD1)

(tk).

Ainsi, nous pouvons conclure quẽf(D̃1) ⊇ f̃(D̃2). Ceci prouve la pro-
priét́e (P1).

Propriét́e (Q1) :T̃1 ⊆ T̃2 ⇒ h̃(T̃1) ⊇ h̃(T̃2)
Preuve : SoientT̃1 et T̃2 deux ensembles flous de termes définis surT .
Si T̃1 ⊆ T̃2 alors∀t ∈ T , µeT2

(t) ≥ µeT1
(t).

Pour un documentdk ∈ C, nous avons :

µeh(eT1)
(dk) = min

i
(max(µeT1

(tσ(i))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk),

1− µIla plupart(i))),∀t ∈ T ;
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µeh(eT2)
(dk) = min

i
(max(µeT2

(tσ(i))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk),

1− µIla plupart(i))),∀t ∈ T ;

En respectant la fonction de permutationσ sur lesm termes de la relation
R̃ tel que :

µ eR(tσ(1), d) ≥ µ eR(tσ(2), d) ≥ µ eR(tσ(3), d) ≥ ... ≥ µ eR(tσ(m), d), (21)

nous avons :
µeT2

(tσ(i)) ≥ µeT1
(tσ(i)). (22)

D’après la propríet́e 1 (voir page 7), l’́equation (22) devient :

µfT2
(tσ(i))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk) ≤ µeT1
(tσ(i))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk). (23)

Par la propríet́e de la monotonie des opérateursmin et max, l’ équation
(23) peut s’́ecrire comme suit :

mini(max(µfT2
(tσ(i))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), 1− µIla plupart(i))) ≤
mini (max({µeT1

(tσ(i))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), 1− µIla plupart(i))); (24)

Ainsi, nous d́eduisons de l’́equation (24) que :

µeh(eT2)
(dk) ≤ µeh(eT1)

(dk).

Nous pouvons ainsi conclure queh̃(T̃1) ⊇ h̃(T̃2). Ceci prouve la propriét́e
(Q1).

Propriét́e (P2) :D̃ ⊆ h̃ ◦ f̃(D̃)
Preuve : Nous avons :

f̃(D̃) = {t | µ ef( eD)(t) = min
j

(max(µ eD(dγ(j))
Ifloue−→ µ eR(t, dγ(j)),

1− µI la plupart(j))), t ∈ T }
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h̃ ◦ f̃(D̃) = {dγ(j) | µeh◦ ef( eD)(dγ(j)) = min
i

(max(µ ef( eD)(tσ(i))
Ifloue−→

µ eR(tσ(i), dγ(j)), 1− µIla plupart(i))), d ∈ C}

Nous voulons prouver quẽD ⊆ h̃ ◦ f̃(D̃). Ceci revient̀a prouver que pour
un documentdk, µ eD(dk) ≤ µeho ef( eD)(dk).

Pour un documentdk ∈ C, nous avons :

µeho ef( eD)(dk) ≥ min
i

(max(µ ef( eD)(tσ(i)))
Ifloue−→ µ eR(dk, tσ(i)),

1− µIla plupart(i))), ∀t ∈ T ; (25)

sachant que :

µ ef( eD)(tσ(i)) = (min
j

(max(µ eD(dγ(j))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dγ(j)),

1− µIla plupart(j)))), ∀d ∈ C (26)

D’après l’équation (26), pour un documentdk de rangk, nous avons :

µ ef( eD)(tσ(i)) ≤ max(µ eD(dk)
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), 1− µIla plupart(k)). (27)

D’après leséquations (25) et (27) et la propriét́e 1 (voir page 7), nous
avons :

max(µ eD(dk)
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), 1− µIla plupart(k))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk)

≤ µf̃(D̃)(tσ(i))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), ∀d ∈ C; (28)

En maximisant l’́equation (28) par rapportà 1 − µIla plupart(i) et en minimi-
sant suri, nous d́eduisons que :

µeho ef( eD)(dk) ≥ (mini(max((max(µ eD(dk)
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), 1− µIla plupart(k))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk)), 1− µIla plupart(i)))),∀t ∈ T . (29)

À partir de l’équation (29), nous pouvons conclure que :

µeho ef( eD)(dk) ≥ max((max(µ eD(dk)
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), 1− µIla plupart(k))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk)), 1− µIla plupart(i)) (30)
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Puisquemax(a, b) ≥ a, alors l’équation (30) devient :

µeho ef( eD)(dk) ≥ (max(µ eD(dk)
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk), 1− µIla plupart(k))

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk)).

De la m̂eme manìere, nous obtenons :

µeho ef( eD)(dk) ≥ µ eD(dk)
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk)

Ifloue−→ µ eR(tσ(i), dk)).

D’après la propríet́e 2 (voir page 7), il en d́ecoule :

µeho ef( eD)(dk) ≥ µ eD(dk).

Nous pouvons ainsi conclure quẽD ⊆ h̃ ◦ f̃(D̃). Ceci prouve la propriét́e
(P2).

Propriét́e (Q2) :T̃ ⊆ f̃ ◦ h̃(T̃ )
Preuve : Nous avons :

h̃(T̃ ) = {d | µeh(eT )(d) = min
i

(max(µeT (tσ(i))
Ifloue−→ µ eR(tσ(i), d),

1− µI la plupart(i))), d ∈ C}

f̃ ◦ h̃(T̃ ) = {t | µ ef◦eh(eT )(t) = min
j

(max(µeh(eT )(dγ(j))
Ifloue−→ µ eR(dγ(j), t),

1− µIla plupart(j))), t ∈ T } ;

Nous voulons prouver quẽT ⊆ f̃ ◦ h̃(T̃ ). Ceci revient̀a prouver que pour
un termetk, µeT (tk) ≤ µ efoeh(eT )(tk).

Pour un termetk ∈ T , nous avons :

µ efoeh(eT )(tk) = min
j

(max(µeh(eT )(dγ(j))
Ifloue−→ µ eR(dγ(j), tk),

1− µIla plupart(j))),∀d ∈ C; (31)
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sachant que :

µeh(eT )(dγ(j)) = (min
i

(max(µeT (tk)
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)),

1− µIla plupart(j)))),∀t ∈ T ; (32)

D’après l’équation (32), pour un terme de rangk, nous avons :

µeh(eT )(dγ(j)) ≤ max(µeT (tk)
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)), 1− µIla plupart(k)) (33)

D’après leséquations (31) et (33) et la propriét́e 1 (voir page 7), nous
avons :

max(µeT (tk)
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)), 1− µIla plupart(k))

Ifloue−→ R̃(tk, dγ(j)) ≤
µeh(eT )(dγ(j))

Ifloue−→ R̃(tk, dγ(j)) (34)

En maximisant l’́equation (34) par rapportà1− µIla plupart(j) et en minimi-
sant surj, nous d́eduisons que :

µ efoeh(eT )(tk) ≥ (minj(max(max(µeT (tk)
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)), 1− µIla plupart(k))

Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j))), 1− µIla plupart(j))),∀d ∈ C. (35)

À partir de l’équation (35), nous pouvons conclure :

µ efoeh(eT )(tk) ≥ max((max(µeT (tk)
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)), 1− µIla plupart(k))

Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j))), 1− µIla plupart(j)). (36)

Puisquemax(a, b) ≥ a, l’ équation (36) devient :

µ efoeh(eT )(tk) ≥ (max(µeT (tk)
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j)),

1− µIla plupart(k))
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j))).

De la m̂eme manìere nous obtenons :

µ efoeh(eT )(tk) ≥ µeT (tk)
Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j))

Ifloue−→ µ eR(tk, dγ(j))). (37)
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D’après la propríet́e 2 (voir page 7) et l’́equation (37), nous obtenons :

µ efoeh(eT )(tk) ≥ µeT (tk).

Nous pouvons ainsi conclure quẽT ⊆ f̃ ◦ h̃(T̃ ). Ceci prouve la propriét́e
(Q2).

Propri été (P3): f̃(D̃) = f̃ ◦ h̃ ◦ f̃(D̃)
Preuve : PourT̃ = f̃(D̃) et par la propríet́e (P2), nous avons :

f̃(D̃) ⊆ f̃ ◦ h̃ ◦ f̃(D̃) (38)

et à partir deD̃ ⊆ h̃ ◦ f̃(D̃), par la propríet́e (P1), nous avons :

f̃(D̃) ⊇ f̃ ◦ h̃ ◦ f̃(D̃) (39)

Les ŕesultats (38) et (39) impliquent quẽf(D̃) = f̃ ◦ h̃ ◦ f̃(D̃).
La propríet́e (Q3) peutêtre prouv́ee de la m̂eme manìere.

Propriét́e (P4) :D̃1 ⊆ D̃2 ⇒ h̃ ◦ f̃(D̃1) ⊆ h̃ ◦ f̃(D̃2)
Preuve : Soient deux ensembles flous̃Di et D̃j définis surC tel que

D̃i ⊆ D̃j .

Par la propríet́e (P1),nous obtenons̃f(D̃i) ⊇ f̃(D̃j).
Ceci implique par la propriét́e (Q1) queh̃ ◦ f̃(D̃i) ⊆ h̃ ◦ f̃(D̃j).

Propriét́e (Q4) :T̃1 ⊆ T̃2 ⇒ f̃ ◦ h̃(T̃1) ⊆ f̃ ◦ h̃(T̃2)
Preuve : Soient deux ensembles flous̃Ti et T̃j définis surT tel queT̃i ⊆

T̃j .

Par la propríet́e (Q1), nous obtenons̃h(T̃i) ⊇ h̃(T̃j).
Ceci implique par la propriét́e (P1)quef̃ ◦ h̃(T̃i) ⊆ f̃ ◦ h̃(T̃j).

Propriét́e (P5) :h̃ ◦ f̃(h̃ ◦ f̃(D̃1)) = h̃ ◦ f̃(D̃1)
Preuve : À partir de la propríet́e (P3), nous avons :
f̃ ◦ h̃(f̃(D̃)) = f̃(D̃).
D’où f̃(h̃ ◦ f̃(D̃)) = f̃(D̃)
Donch̃ ◦ f̃(h̃ ◦ f̃(D̃)) = h̃ ◦ f̃(D̃).
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Propriét́e (Q5) : f̃ ◦ h̃(f̃ ◦ h̃(T̃1)) = f̃ ◦ h̃(T̃1)
Preuve : A partir de la propríet́e (Q3), nous avons :
h̃ ◦ f̃(h̃(T̃ )) = h̃(T̃ )
D’où h̃(f̃ ◦ h̃(T̃ )) = h̃(T̃ )
Donc f̃ ◦ h̃(f̃ ◦ h̃(T̃ )) = f̃ ◦ h̃(T̃ ).

Propriét́e (PQ6) :D̃ ⊆ h̃(T̃ ) ⇔ T̃ ⊆ f̃(D̃)
Preuve : Soit D̃ ⊆ h(T̃ ). Par la propríet́e (P1), nous avonsf̃(D̃) ⊇

f̃ ◦ h̃(T̃ ) et par la propríet́e (Q2), nous avons̃f(D̃) ⊇ T̃ . Ceci prouve que si
D̃ ⊆ h̃(T̃ ) alorsT̃ ⊆ f̃(D̃). L’autre direction suit d’une manière syḿetrique.




