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Résune

Enrecherche d’information, I'implication logique incertaile—
RQ a fait I'objet de plusieurs pistes de recherche et d’intetigtions.
Dans cet article nous proposons une nouvelle granile I'interpeter
en se plagcant dans un contexte flou. Nous introduisons ainsi un nouveau
schkema de correspondance basir une extension de la connexion de
Galois floue. Ce s@ma tient compte dans séfihition des diferentes
semantiques des degg attrib@s aux termes de la regjie et d’'un quan-
tificateur flou relatif.

Mots-clés: recherche d'information, implication floue,
quantificateur flou, connexion de Galois floue.
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1 INTRODUCTION

Dans [28, 29], nous avons prof@gne approche pour I'extraction degtes
associatives non redondantes entre termes en se liraitaqlorer une rela-
tion terme-documertlassique, i.e. non floue. Les seuls degfigurant dans
cette relation sont de type 0 ou 1, traduisant kspnce ou I'absence d’'un
terme d’indexation dans un document du corpus.

Cependant, dans le domaine de la recherche d’information (RI), nous dis-
posons du poids d’'un terme dans un document [38], qui paetune in-
formation importante integrer dans un processus decduverte deagles
associatives entre termes ou encore lors de I'interrogation en RI. Dans la pra-
tique, ce poids n’est pas toujourgala 0 ou 1, mais appartient phita I'in-
tervalle[0, 1]. Ceci nous permet ainsi de nous placer dans un contexte flou,
ou la relationterme-documengst consiérée comme une relation binaire
floue, traduisant des deeg d’appartenance des termes dans les documents
du corpus.

C’est ainsi que la thorie des ensembles flous [46Epente une base for-
melle actquate pour offrir un instrument de discrimination dlerdes termes
dans la regFsentation des documents.

Aussi, I'objectif de cet article est double :

1. Etendre la connexion de Galois floue afin de pouvoir extrairelgies
associatives floues entre termes en carsidt une approche par fer-
meture de la connexion de Galois floue [27];

2. Présenter ladfinition d’'un nouveau s@ma de correspondan@s)Léte-
documentui est fon@ sur un oprateur plus flexible de la connexion
de Galois floue, en iggrant le quantificateur flou relatifx plupart”.
Nous prenons en compte les @ifentes smantiques des degg d’appar-
tenance assoes aux termes. La finaditd'un tel sciema est de pouvoir
assouplir le recanisme classique d'appariemestduete-document

L'article est organie comme suit : la deug&me section introduit la repsen-
tation floue des dor&es textuelles, retenue pour la nouvelle approche pro-
poste. Latroistme sectionékrit les fondements de I'article. Nousgsentons
dans la quatéme section le principe d’extension de la connexion de Galois
floue. La cinquéme section fsente la prerdre extension de la connexion
de Galois, utilige pour la @rération de égles associatives floues entre termes.
Au niveau de la sixme section, nousdrivons et nousétaillons le nouveau
schema de correspondance, basir une extension de la connexion de Ga-
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lois floue et nous conclurons ensuite, dans la @éeesection, en introduisant
guelques perspectives de I'approche.

2 REPRESENTATION FLOUE DES DONNEES TEX-
TUELLES

Nous commencons parégsenter la éfinition du poids d'un terme dans un
document ainsi que la&dinition d’'un ensemble flou et d’'une relation binaire
floue.

Définition 1

Le poidsP;; d’'un termet; dans un document;, est &fini comme la valeur

de repésentativié du terme pour ce document. Une mesure classiquement
utilisée est le produit de laégquence d’apparition du terme par laguence
inverge du document, doée par la formule suivanteP;; = tf;; x idf; *

[38].

La valeurP;; est souvent la composition d’'une mesure locale au document
et d’'une mesure globale au corpus. Si noasins utiliser la teorie des
ensembles flous, il est possible de relier cette notion de poids d’un &lane
notion d’appartenanc& un ensemble flou,&finie comme suit [46] :

Définition 2 B

Un ensemble flou” ? de I'univers de discourt est caradrise par une
fonction d’appartenangez : U — [0, 1], ol gz (u), pouru € U, repésente
le degé d’appartenance de a I'ensemble flouF’. L'ensemble flouF' est
not comme suit F' = {(u1, pp(u1)), (uz, pg(u2)), ...\ (Un, pp(un))},
avecuy, ...,u, € U.

La relation entre un terme d’indexation et les documents qu'il indexe peut
se moeéliser de margre ggrérale par une relation binaire flou&fhie comme
suit [10] :

1Rappelons quef;; (term frequency) est une mesure de la éspntativié du terme; dans
le documentd;. idf (inverted document frequency) mesure par contre le pouvoir de discrimi-
nation du terme; dans le document;.

2Dans la suite de larticle, le symboleserta designer une notionéfinie dans un contexte
flou.
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Définition 3 N
SoientU etV deux univers de discours. Une relation binaire flduest un
ensemble flou éfini sur le produit caétsienU x V. L'expressionuz(u,v)
avecu € U etv € V, exprime le degr d’'association entre etv dans la
relationR.

La définition de la fonction d’appartenance relatieette relation binaire
floueterme-documerd et discuée dans diverses travaux tel que [1]. Ainsi,
dans le cadre d’extraction dégles associatives floues entre termes, nous
avons propos dans [27] deux maéres possibles pou@valuer de magire
pratique le degr d’appartenance; (¢, d). Nous avons cons@ié une prengre
mesure globale base sur le poids d'un terme dans un document et une
deuxeme mesure locale au document qui estbasur la fequence d’'un
terme dans un document. Les éximentations mees dans [27] sur des cor-
pus Eels ont mon& que la deuxime mesure locale illustre plus élément

le degé d'appartenance d’'un terme dans un document.

Néanmoins, Une repsentation floue des doges textuelles até ceja in-
troduite dans des travaux @nieurs en RI [1, 26, 35, 39], dont le principal
objectif est de raffiner et d’assouplir le processus de recherche d’information.
La matrice classiqueerme-documergst interpetee comme une relation bi-
naire floue, ndte parR. A chaque coupléerme-documerit;, d,; ) est assoé
un degeé € [0, 1] (voir tableau 1).

R | t1 to t3 tyq

dy 0.90 | 0.70 | 0.60 | 0.20
do 0.70 | 0.45 | 0.76 | 0.80
ds 0.66 | 0.88 1.00 | 0.00
dy 1.00 | 0.26 | 0.60 | 0.73

TAB. 1 — Relation binaire floueerme-document

Ainsi, partant de la relation binaire floueillustree par le tableau 1, nous
définissons :

1. Un ensemble finD de documents;
2. Un ensemble finl" de termes;

3. Le couple(t;, d;) €q R repesente le fait que le termg € T est
présent dans le documetif € D avec undegé d’appartenancégal
a« appartenan l'intervalle [0, 1].
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Dans les sygimes bodens ponérés [40], la repesentation boéenne a
été etendue en permettaatla fonction d'indexatiorn’; de prendre des va-
leurs dans l'intervalle un[0, 1], afin de calculer le degrde repesentativié
du termet; dans le document;.

Cette valeur peut varier entre une regentativié nulle(Fr(d;,t;) = 0) et
une repésentativié compete(F;(d;,t;) = 1). En consi@rant la tfeorie des
ensembles flous, un documetjt € D est repéseng par un ensemble flou

M de termes comme suit :

M(dj) = {(ti, pua, (t:)) | t; € T} 1)

L'expression (1) indique que chaque termeans I’ensemblé?(dj) aun
degie d’'appartenance.y, (t;) € [0,1]. Dans ce cagg, (t;) = Fr(d;,t;),
c’esta-dire que la fonction d’indexatiof; est interpétte comme une fonc-
tion d'appartenance de I'ensemble flﬁvﬂ(dj), exprimant la regFsentativié
du termet; dans le documenrd; [35]. Une cefinition possible de la fonc-
tion d’appartenance est obtenaepartir d’'une variante de la fonction de
ponceration classiquéy(d;,t;) = tf; ; x Fn(idf;), ol Fy est une fonction
de normalisation pour obtenir des valeurs de la fonctipmans I'intervalle
[0, 1] [40].

Le choix de la fonction d'appartenance floug,, qu'il convient d’ogerer
en pratique, est important pour le bon fonctionnement d'uresystde re-
cherche d'information. Nous avons diseue ce choix dans [27], dans le
cadre de la grération de égles associatives floues entre termes et leur utili-
sation dans I'expansion de re&taes en RI. Pour l'instant, nous le laissons en
marge de notrétude, dans le but @dhoncer I'ensemble de nos propositions,
sans nous restreindre par la fonction d’appartenance qui est mise en place de
mankre pratique.

3 FONDEMENTS DE L'APPROCHE

Dans cette section, nousgsentons les notions de base que nous utiliserons
dans la suite de I'article po@noncer un certain nombre de propositions.

3.1 Connexion de Galois classique et RI

L'objectif de notre travail est d’examiner la pré@phatique de la recherche
d’information sous un angle défent, en consiftant I'analyse formelle de
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concepts comme fondement mathatique [23].

Habituellement, une re@te est éfinie en RI par un ensemble de termes
reliés par des dgrateurs, i.e. de conjonction ou de disjonction. Dans le cadre
de notre approche, nous cor&idns que la redite est éfinie uniquement
par I'ensemble des termes qu’elle contient.

En effet, I'associatiorterme-documenpeut étre consiérée comme une
relation binaire. Une redieétant un ensemble de termes, si tous ses termes
sont dégale importance pour l'utilisateur. La meilleusponsea la reqiéte,
dans ce cas, estl'ensemble de documents qui sontésdeas tous les termes
de la reqiéte. Cet ensemble est d@npar I'ogerateurh d'une connexion de

laRlI:

Définition 4
Soit R une relation binaireé&finie surD x T tels queD définit un ensemble
de documents &f un ensemble de termes d’indexation. Le triglet T', R)
définit un contexte formel. Pour les deux ensemblext B, tels queA C D,
B C T, les oferateurs eth de la connexion de Galois classique satfimis
comme suit [23] :

f(A)={teT|Vde A/ td) € R}

h(B)={deD|VteB,(td) € R}

La composition des deux épateurs f et h, i.ef o h, définie la fermeture
de la connexion de Galois.

La figure 1 illustre I'utilisation de la connexion de Galois classique dans le
contexte de la RI. LensemblB désigne les termes composant une etqu
bookenne el (B) repesente alors I'ensemble de documents contenant tous
les termes de cette regpe. Inversementf(A) repiesente le plus grand en-
semble de termes qui sontgsents dans tous les documents de I'ensemble
A.

Nous allons maintenant introduire quelques notions, que nous utiliserons
pour la proposition d’'un nouveau gaa de correspondance en RI,&asar
une extension de la connexion de Galois floue.

3.2 Les implications floues

Dans la literature, diferentes implications multivahes onétée propoges
[4, 16]. Elles correspondent principalemarteux classes d’'@pations d'im-
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Al ersemble de documents B ersemble de termes

FIG. 1 — Utilisation de la connexion de Galois classique en RI

plication qui sont lefR-implicationset lesS-implications définies comme
suit [10, 20] :

Définition 5
Poura, b € [0,1], une R-implication estéfinie par :

a%b:sup{xe[(),lﬂa"l'xgb} (2)
sachant qué désigne une t-norme triangulaire (voir annexe A, page 35).
Définition 6
Poura,b € [0, 1], une S-implication estéfinie par :

Simp
a—=b=(1-—a)ld 3)

sachant que_ désigne une t-conorme triangulaire (voir annexe A, page 35).

Les R-implications sont souvent utiiss pour I'estimation du niveau de sa-
tisfaction, alors que les S-implications sont recomnéasdpour la maéli-
sation de I'importance [19].

Deéfinition 7 ;
Une implication floue, ou implication multivaheI = o <% b, est une
fonction de0,1] x [0,1] — [0, 1] qui cétermine le degr de \érité de la

propositiona 12 b [16].
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Nom Abbréviation Dege Type Proprétt 1 | Propréte 2
de \erité d’implication
Lukasiewicz Ituka(a,b) | min(1,1 —a+b). RetS Verifiee Verifiee
Godel Igs(a,b) 1 sia < b; b sinon. R Verifiee Verifiee
Goguen I(a,b) 1sia=0; R Verifiee Verifiee
min(1,b/a) sinon.
Rescher-Gmes | Irg(a,b) 1sia < b;0 sinon. R Verifiee Verifiee
Kleene-Dienes | Ixp(a,b) max(1 — a, b). S Veérifiee | Non verifiee
Reichenbach Irg(a,b) (I1—a+axb). S Verifiee | Non erifiee

TAB. 2 — Implications floues.

Nous pesentons deux projtes des implications floues qui seront uti-
lisées plus loin dans cet article paelaborer les preuves des prdgés de la
connexion de Galois floue que nousfidissons pour la RI.

Propriéte 1

Soienta, as, by, bo des deges appartenaidtlintervalle]0, 1]. Sinous avons

(a1 < ag) et(by < by) alors(

Propri étée 2

az —

Ifloue

b1 S aq Iﬂe b2> [34]

Soienta et b deux degés appartenard [l'intervalle [0,1]. Nous avons :
((a 225 b) 125 ) > q [34].

Dans le tableau 2, les principales implications floues sont @&esffil6].
Nous notons le de@rde \erité de la pemisse pau et celui de la conclusion

parb.

3.3 Les quantificateurs flous

Zadeh a introduit les quantificateurs flous aggedussi les quantificateurs
linguistiques pour @crire des situations integédiaires entre le quantifica-
teur universel et le quantificateur existentiel [45]. Nous distinguons deux
types de quantificateurs flouses quantificateurs relatifst les quantifica-
teurs absolu$45]. Dans le cadre de notre travail, nous nousgiiessons uni-

guement aux quantificateurs relatifs tels que le quantificdtayupart”,
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dans le but de pouvoir traitéla plupart” des termes d’'une regte, au lieu
de consiérer‘tous” ses termes.

Un quantificateur relatif estedini comme un ensemble flou (egparQ ;)
d’un univers de discour§ et il est caradris par une fonction d'apparte-
nanceug,., : U — [0,1], ol ug,., (u), pouru € U, désigne le degr d’'ap-
partenance de la proportianau quantificateug),..; [10].

A titre d’exemple, le quantificateur flou relatifa plupart” défini sur un
ensemble fini de termes, pedite repéesent par 'ensemble floulé plupart”
comme suit :

ia plupart : T — [07 1]

tels quesua piupart(?) < fiaplupart(i + 1) pouri = 1..(m — 1) termes et
tiaplupart(m) = 1, sachant quen désigne le nombre de termes qufishit
l'univers de discours du quantificateur flia plupart”.

Exemple 1
Consicerons le quantificateur flolia plupart” défini sur 'ensemble des ter-
mes d’une reqgéte en RI. Supposons que la rétgi peut contenir au plus
cing termes(m = 5). Dans le meilleur des cadidl existe un document
qui contient tous les termes de la rétg; la valeufya pupart(5) estégalea
1. Inversement, dans le cas &e document ne contient aucun terme de la
reqLéte, nous avongia pupart(0) = 0. Les cas interradiaires sonévallés
selon la fonction d’appartenance téaggidale du quantificateur flou "la plu-
part”, illustrée par la figure 2.

Notons que dans cet exemple, la fonction d’apparteng@mngpar €st
définie comme suit fua piupart(0) = 0.0, fuaplupart(1) = 0.0, fua piupart(2) =
0.0, fia plupart(g) = 0.9, pia plupart(4) =0.75 eta plupart(5) = 1.0.

4 EXTENSION FLOUE DE LA CONNEXION DE GA-
LOIS

Diff érentes extensions floues de la connexion de Galois et du concept
formel ontéte propoges dans la lirature selon difrents points de vue
[5, 25, 34, 44]. Nous distinguons la proposition de Wolff [44] qui consiste
ramener le proldmea un contexte non flou, contrairemen®Pollandt [34],
Belohlawek [5] et Jaoua et al. [25] qui ont utiBsles oprateurs flous dans les
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4 H la plupart
Degré
d'appartenarce
05
01 2 3 4 5 m=5
Nombre de termes

FiG. 2 — Lallure de la fonction d’appartenance du quantificateur fliau “
plupart’

nouvelles éfinitions proposes. Ces diffrentes propositions sorésunées
dans [22]. Nous mettons I'accent sur la proposition de Jaoua et al. [25],
puisque elle est utiltse comme base pouéfinir notre propre extension floue
pour la RI.

4.1 Connexion de Galois floue et RI

Jaoua et al. [25] proposent de nouvellé&initions pour les o@rateursf
et de la connexion de Galois floue et une nouvelle forme pour le concept
formel flou. lls consiérent que seule l'intention du concept formel flou est
repesenée par un ensemble flou.

Afin d'adapter ces éfinitionsa un contexte d’extraction de connaissances
ou de RI, nous allons rédinir les oferateurs de la connexion de Galois floue
f eth, en consiérant le contexte formel textuel fldiF = (C, T, R), défini
comme suit :

Définition 8 _
Le tripletTF = (C, 7, R) définit un contexte formel textuel flou, tel que

C décrit 'ensemble de documents du corplis/'ensemble des termes du
corpus etk une relation binaire floue &inie surC x 7.

Pour un ensemble de documets_ C et un ensemble flou de termé@
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defini sur7, les oferateurs de la connexion de Galois floliet 2. [25] sont
reformues comme suit :

F(D) = (il a = min(uz(t,d)).t € T} 4)

WRQ) ={deC |Vt €T (ugg(t) ™S pg(t.d) =1} (5)

sachant que :
— Igq désigne 'implication floue d&®escher-Gmes(voir tableau 2) ;

-t désigne le terme appartenani tous les documents de I'ensemble
D avec un degr d'appartenance qui n’est autre que le minimum des
pg(t,d;). Atitre d’'exemple, consiérons la relation binaire floue terme-

document illustee par le tableau 1, $ = {ds,ds,d4} alors f(D) =
0.66 0.26 0.60 0.00
{t1,t27t37t4}-

Nous remarquons ainsi, que I’ensemﬂAé est un sous-ensemble flou de
termes, @ & chaque terme est assacin dege de l'intervalle[0, 1], qui ex-
prime le seuil de re@sentativié minimal exig par I'utilisateur. L'ensemble
E@ peut donc faire office de regte dans un masde de RI flou.

Appliquer 'opérateurh, & I'ensemble flou de terme?Q, i.e. h(RQ), per-
met d’obtenir un ensemble classique, i.e. non flou, de documents qui sont an-
notés par les termes deQ, en respectant le degde repésentativié exige
pour chaque terme de la re&i&ﬁ@. Inversement, appliquer I'cépateurf
a 'ensemble classique de documentsi.e. f(D), permet d’'obtenir un en-
semble flou de termes qui sont p@mes par leurs degs d’appartenance
respectifs.

Selon I'expression (5), I'ograteurh de la connexion de Galois floue peut
étre céfini comme la fonction de correspondance qui va apparier les docu-
ments pertinents aveddus’ les termes d’'une redgie floue donée, sans
pour autanévaluer leurs de@s de pertinence respectifs. Ceci constitue une
limite de I'extension de Galois floue proms dans [25]. Banmoins, elle
reste inéressante dans un contexte de dataminiétgnt doné qu’'une ap-
proche d'extraction deegles associatives floues, bassur la fermeture de
cette connexion de Galois floueé# propoge dans [6].

Cependant, en associant aux termes de |a&teqies de@s, nous sgcifions
plus de restrictions sur les documents chésctDeux types de restriction
sont ciees dans la lifrature [42] A savoir desestrictions qualitativegt des
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restrictions quantitativesDans le cadre de notétude, nous nous iatesse-
rons uniguement aux restrictions qualitatives qui illustrent le Gdedeges
assoads aux termes de la re@ie expriment un cire qui affectda qua-

lité des documents chereb. Ainsi, les dedrs traduisent des contraintes qui
doiventétre satisfaites par les dégrd’appartenance des termes au niveau de
la relationterme-document utilisateur peut par exemple fixer un seuil de
repiésentativié minimal pour les termes de la rega.

4.2 Sémantique RI de I'implication

Dans le modle vectoriel de recherche d’information, la rétgi est in-
terptiette comme la description d’'un documer#adi[38]. La recherche consis-
te alorsa €lectionner les documents qui sont les plus proches de l@tequ
Nous remarquons que le soha de correspondance basir I'oerateurh de
la connexion de Galois floue progsdans [25], ne correspond pasette
semantique. Cet dpateur utilise I'implication dé&kescher-Gaes(voir ex-
pression (5)) qui grsente un certain nombre de limitegesa I'utilisation
de l'inégalie “<”.

En effet, consiérons par exemple la relatiterme-documeritlustrée par
le tableau 1 (voir page 3) et supposons q%(tg) = 0.10. Dans une
interpietation ai la requete repesente le documentédl, un terme de la
reqlete avec un faible degrsignifie explicitement que le terme ne doit pas
apparére dans les documents. Or, d'aprla dfinition de I’op’erateurﬁ,
donrée par I'expression (5), le deégde \erité de I’implicationum(m) Irg
ug(tz,d;) estégala 1.00 pour tous les documents de la relation, puisque
/Lﬁé(tg) = 0.10 < pg(ta, d;), avecj = 1..4 (voir tableau 1, page 3). Nous

remarquons que les documedisetd, sont inclus dans leesultat d&(ﬁé)
bien gu’ils ne épondent paa la reqite interpetee avec la@&mantique du
mockle vectoriel.

Inversement, supposons q%(tl) = 0.68. D’apres la cfinition de

I’opérateu% de la connexion de Galois, doeapar I'expression (5), I'impli-
cationyizz (t1) Ing p (1, ds) donned carpups (t1) = 0.68 > pp(ty, ds) =

0.66. Ainsi, le documentls ne sera pas inclus dans lesultat deﬁ(ﬁé)
bien gu'il soit assez pertinent puisque les deux vale%(tl) = 0.68 et

pg(ty, ds) = 0.66 sont tes proches.
Nous signalons que I'implication deescher-Ganesdemeure un cas par-
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ticulier des implications floues car elle rejoint le cas binaire avec un seuil de
vérification binaireegala0 ou 1. Pouréviter cette 8lection binaire, il semble
plus appropé de consiéirer d’'autres implications floues plus flexibles que
l'implication de Rescher-Gimes et d'étudier les crigres de choix de ces
dernkres dans le contexte de lafthition d’'une connexion de Galois floue.
De plus, I'utilisation de I'implication d&®escher-Gimessignifie que le degr

de \érité de I’implicationuﬁé(t) Irg pg(t, d) n'est pris en compte que si

I'égali® 175 (1) Ing pi(t,d) = 1.00 est \erifiee. Il serait intressant d'as-
socier un seuil deérificationd compris entré et 1 relatif au dege de \erité
de I'implication /,LR~Q(t) Ing pi(t, d), en consi@rant une autre implica-
tion floue. Ceci peutéduire le probtme de silence, i.eéponse vide, en
consicérant un seuil de&rification minimal.

Nous ceveloppons ainsi I'oprateurh de la connexion de Galois floue dans
le contexte de la RI afin de pouvoir trouver, par le biais de cétatpur, non
seulement I'ensemble de documents pertinents, mais aussi leués disgr

pertinence respectif&valles par I’implicationuﬁé(t) Irg pi(t, d), pour

chaque termede la reqéteﬁ\@.

Dans un premier temps, nous introduisons une nouvéfmition de la
connexion de Galois floue, adéph I'extraction de égles associatives floues
a partir de texte. Nous avongtaille dans [27] I'extraction deagles associa-
tives flouesa partir de texte b&e sur la fermeture de la connexion de Galois
floue que nous &finissons dans la section qui suit ainsi que leur utilisation
pour I'expansion de redes en recherche d’information. Cette approche est
validée par uneé&rie d'exgrimentations [27] effeckes sur la collection test
OFIL du projetAMARYLLIS 3.

5 CONNEXION DE GALOIS FLOUE POUR L'EX-
TRACTION DE REGLES ASSOCIATIVES FLOUES
A PARTIR DE TEXTES
Nous proposons une nouvelléfihition de la connexion de Galois pour le

support de relation binaire floserme-documenEn partant des propositions
présenées dans [22, 25], nous su@gns les deux aétiorations suivantes :

Shttp ://amaryllis.inist.fr/
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1. Lutilisation d’'une implication floue moins stricte que celleRescher-
Gaines Dans le cadre de notétude, nous proposons d'utiliser I'im-
plication de Lukasiewicz qui est de type R-implication et S-implication
a la fois (voir tableau 2, page 7) et quinfie les propetes 1 et 2 (voir
page 7). Cette implication supporte ainsi les deux typegohaatiques
a savoir : la satisfaction et I'importance.

2. Etant doni que le dedr de \erite d’'une implication floue, autre que
celle deRescher-Gimes,appartienta I'intervalle [0, 1], nous propo-

sons de fixer un seuil minimal deésificationd € [0,1] de I'implica-
tion (uz(t) I1ioe pg(t,d) > 0), pour chaque terme de I'ensemble

flou de termeq".

5.1 Définition de la connexion de Galois floue

Nousénoncons la nouvelleddinition de la connexion de Galois floue [30] :

Définition 9 B

SoitTF = (C,T, R) un contexte formel textuel flou. Pour un ensemble de
documentsD C C, un ensemble flou de term&sdéfini surT et un seuil de
vérificationd € [0, 1], les oferateursf ethy sont céfinis comme suit :

F(D) = (il a = min(uz(t,d)).t € T}

> 5 Ttioue
ho(T) ={deC|VteT,(uz(t) ™ pp(t.d) > 0)}
Sachant qué”ﬂf est une implication floue de type R-implication ou S-
implication, \érifiant les propétés 1 et 2 (voir page 7).

_Limage d'un sous-ensemble de documehtsiu corpus par I'oprateur
f de la connexion de Galois floue est un sous-ensemble flou de termes,
tel que le degr d’appartenance pour un terme regeEnte le minimum de
ses deg¥s d’appartenance dans la relation binaire flterene-document
respectivement, pour tous les documents du sous-ensdmhblersque le
deggé d’appartenance est binaire, nous retrouvons exactemegfitation
de l'opérateurf de la connexion de Galois classique [23].

Inversement, 'image d’'un sous-ensemble flou de tefhdéfini sur7, par
I'opérateurh, de la connexion de Galois floue, est un sous-ensemble classique
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de documents tel que le dégd’'appartenance pour un terme apparte@ant
T est atteint jusqu un seuilf dans le sous-ensemble de documents de la
relation binaire flougerme-documenR. Cette #mantique est doe par

le calcul du deg de \rite de Fimplication iz () 2% 1z (t,d)) > 0.
Lorsque le dedr de \erité de cette implication est binaire, comme dans le
cas de l'utilisation de I'implication floue dBescher-Gmes (voir tableau
2, page 7), nous retrouvons exactementdéinition de I'operateurh de la
connexion de Galois classique [23].

La fermeture d’'un ensemble flou de termisi.e. f o hy(T), repiesente
un sous-ensemble flou de termes, tel que cet ensemble est forte@zennli
ensemble de documents. Nowssijnerons le sous-ensemble flou de termes
fo h@( T') parconcept eduit flou. Partant de la éfinition de concept flou
donrée dans [25], nousnoncons la finition suivante [31] :

Définition 10
SoitT un ensemble flou de termeéfihi surT . Il est dltconcept eduit floy

si et seulement si il egtgala sa fermeture, i.g. o ho(T) = T.

Notons que la relaxation appé#g par le seuil dearification minimunmd,
au niveau de la&finition de I’op’erateurﬁg de la connexion de Galois floue,
permet de ne pas extraire de conceptiuits flous vides partir du contexte
formel flouT F = (C, T, R).

Les conceptséaduits flous traduisent une connaissance additionnelle qui
peutétre repesenée formellement par deggles associatives floues entre
termes. Cesagles peuvenktre utili€es pour I'expansion de regies en RI
[27].

5.2 Propri étés de la connexion de Galois floue

Proposition1l
Les ogerateursf ethy définissent une connexion de Galois floue. Les pro-
priétés suivantes sontvifiées pour tout ensemble classique de documents
D C C et tout ensemble flou de term&sdéfini surT, en consiérant une
implication flouel ¢;0., Vérifiant les propétés 1 et 2 (voir page 7).

- (P1)D, C Dy = f( 1) 2 f(D2)

(Ql) T1 - Tg = h@(Tl) D) h@(Tg)

~ (P2)D C hyo f(D)

—(Q2)T C fohy(T)
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- (P3)f(D) = thQOf( )
— (Q3) ho(T ) = hg of o hg(T
(P4)D1CD2:>hgof( 1
- (Q4) T1 - T2 = fo hG(Tl)
(P5)h90f(h90f(D1)) hg o f(Dy)
—(Q5) fohg(fohe(Th)) = f
~(Q6)D C hy(T) = T C f(D)

Les preuves de ces diffentes propétes sont don@es dans [22].

6 EXTENSION DE LA CONNEXION DE GALOIS
FLOUE POUR LA RI

6.1 Motivations

Dans ses articles de 1986, Van Rijsbergen [36, 37] a&@gge moéli-
sation de la recherche d’'informati@nl’aide d'une logique. Cette &k aéte
la base d’'un courant de rechercheéaar I'utilisation de la logique en tant
gue moele de description pour la RI. Il métise ainsi la correspondance
entre un document et une re&ja par une implication d’un documehvers
une regéte RQ, i.e.d — R(Q). Cette suggestion @ie reprise par Nie [32]
et étenduea une double implication. Mais défentes autres intefations
logiques de cette implication oété étudiees par Sebastiani [41].

Dans sa proposition initiale, Van Rijsbergen [37] ne traite pas I'implication
d — RQ en tant qu’'implication mé&ielle de la logique classique, mais il
consicere que I'oeration primitive pour la Rl est une implication incertaine.
D’ou notre in&rét pour I'utilisation de la logique floue.

Dans le reste de I'article, nous proposons une nouvelle irdtxipon de
l'implication directed — R en consi@érant I'analyse formelle de concepts
et la logique floue comme fondements né@&ttatiques. Notre objectif est en
fait d’évaluer cette implication par un emteur de la connexion de Galois
floue, qui peut faire office d’'un séima de correspondance entre une éteu
et un document.

Nous nous sommes insps de la proposition de Pasi [33] qui a repris la
structure de Bvaluation du mogle booken ponéré [40] dans un contexte
logique en inkégrant la possibilé d’utiliser un formalisme flou. Nous repre-
nons ces travaua partir de la vision du magde logique écrite dans [13].
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Par ailleurs, de nombreux travaux [23, 43] ont &dit cecouverte de con-
cepts formels et la@rération de eglesa partir du treillis de Galois [24]. Ces
travaux ont eu des applications en recherche d’information [2, 3]. Le recours
a une connexion de Galois dans le contexte de la RI esteissant dans la
sens @ il permet de :

— Consicerer directement le treillis de concepts, qui demeure une&+epr
sentation plus structée de la relatioterme-documeriors de l'interro-
gation, de l'indexation et de la navigation dans le treillis.

— Exploiter la connaissanceeliicuke par le concept qui peétre repe-
senée sous la forme dégles associatives entre termes dans I'expansion
de reqiétes en RI.

— Exploiter I'ordre partiel qui est &fini sur les concepts du treillis de
Galois au il existe une relation duale entre les concepts et leurs exten-
sions dans le treillis de concepts. Autrement dit, plus les intentions des
concepts (i.e. I'ensemble des terme@largissent au niveau du treillis
et plus leurs extensions (i.e. I'ensemble des documents) respectives se
reduisent. Cette prop@é s’avere ineressante pour la Rl car leésultat
d’'une reqéte peuttre traduit par un conceg#duit au niveau du treillis.

Dans cette section, nous allons donc proposer une nouvelle extension de la
connexion de Galois floue. Notre objectif est d'aboatim nouveau s@ma
de correspondance kiasur un oprateur de cette connexion de Galois floue
et assoupli par le quantificateur flou rel&td plupart” .

L'approche propose est base sur les hypotfses suivantes :

1. Nous consiérons que les termes ré&sentent les contraintéemen-
taires au niveau de la regte et I'estimation de la pertinence d’'un do-
cument est calcéke avec'la plupart” des termes de la regte, en
utilisant un quantificateur flou relatifa plupart” ;

2. Nous nous basons sur les diversemantiques &hicukes par les degs
d’'appartenance assési aux termes et par les implications floues;

3. Le concept de pertinence d’un documeérmieutétre moélise comme
un concept gradueldiau dege de \erité de 'implication floug '¢ —
t¢ pour chaque termeappartenana la reqéte RQ.

6.2 Sémantiques des degr és associ és aux termes de
la requ éte

Il nous paré important détudier de marire explicite, les diffrentes@man-
tiques possibles des dégrassoés aux termes ainsi que des implications
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floues et de discuter de leur @t dans le cadre d'un sema de correspon-
dance flou en RI.

En effet, I'interrogation de la relatioterme-documenfioue, moyennant
une reqéte floue, correspond bien au principe de la division relationnelle
floue (DRF), @ 'ensembleRQ est la reqéte flouea évaluer et est la
relation binaire flou¢erme-documentci, nous faisonséaference aux travaux
de Dubois et al. [19, 21] et des travaux de Bosc et al. [8], dans lesquels
les auteurs discutent du choix de l'implication floue, en tenant compte des
difféerentes smantiques des dezgp.

En d’autres termes, dans un contexte de RI, nous cherchons des documents
de R qui sont repesengés par tous les termes pdnés de la regéte RQ.
Formellement, nous avons [19, 21] :

. ITfioue
Préponse(d) = il pis (1) =" p(t,d) (6)

sachant it que :

— Réponse est 'ensemble flou des documents satisfaisant g ;

Lfioue
— 1'% denote une implication floue ;

Ifioue L
- np(t) == np(d,t) designe limplication flouet/'?
nous daswonsevaluer pour chaque termele la reqéte.

floue

t¢ que

I oue
Limplication piz5(t) = na(d t) mesure le degrd’appartenance avec

lequel un terme de la reqeteRQ appartient au documedtde la relation

R, sachant que pos®de le niveau d’exigenc;aﬁé(t). Ce niveau d'exi-
gence traduit le degrde repesentativié du terme que I'utilisateur souhaite-
rait avoir dans les documents tr@sv La reqéte cesigne en fait le prototype
d’'un document qui lui @pond parfaitement. La pertinence d'un document
par rappor@ la reqiéte est mesée paruRé;;lse(d), qui n'est autre que le

minimum des deggs de rité des implications flougsz5 (1) — Irtoye pi(d,t)

pour chaque termede la reqéteﬁf@.

Selon Dubois et al. [19, 21], le choix de I'implication floue eésbitement
lieala £mantique des degs d’appartenance ass@sialux termes (en occurr-
ence la émantique assig®a i 5 (t;, d;) etugg(t:). Les differentes 8man-
tiques possibles orite cetaillees et dISClﬂiBS 3ans [19]. Nous retenons deux
semantiques dans le contexte de la Rl :
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1. SEmantique de la satisfactiarLes deges dfinissent des seuils mini-
maux de repsentativié relatifs aux termes de la regfe, qui doivent

étre satisfaits au moment de la correspondance avec le document. Nous

cherchons ainsi les documents suffisammentésgniés par tous les
termes de la redate.

2. SEmantique de I'importanceles degés traduisent des niveaux d'im-
portance relatifs aux termes de la rétg1 La #mantique de I'impor-
tance exprime la prio que I'utilisateur accord& un terme au niveau
global de la regéte (c’est une importance relative). Dans la pratique,
ceci veut dire que l'utilisateur exige queéValuation de la pertinence
du document soit dor@® par rapport aux termes ayant les ésgf’ap-
partenance les plus forts dans la retgu

Cependant, dans le gama de correspondance que nous proposons, nous

consicerons que seule l&&mantique de typsatisfactionpeutétre adopte
pour les dedrs d’'appartenance de la relation binaire flterene-document
car ils cecrivent le dege de repesentativie de chaque terme dans chaque do-
cument de la relation flouerme-documenPar contre, les deuemantiques
de typesatisfactionet importancepeuventétre consiérées pour les degs
des termes de la regte.

6.3 Intérétde l'utilisation d’un quantificateur flou dans
le contexte de la RI

L'expression (6) montre que la pertinence d’'un document par rapdart
reqlete est mesée paruRé;;nse(dL qui n'est autre que leninimumdes

Ifioue

degés de erité des implications roue,sﬁb(t) — ug(d,t) pour chaque
termet d’'une reqlﬁate]/%@. L'utilisation de la t-normeMIN de Zadeh [10]
(voir annexe A, page 35), qui illustre la conjonction floue, est jéstifiar le
fait que l'utilisateur @sire trouver les documents contenantfs’' les termes
dela reqéte]f%f). Ceci parét restrictif dans un contexte de RI.

Nous proposons de relaxegéValuation du de@r de pertinence du docu-
ment en utilisant le quantificateur relatif fl§la plupart” [45] avec I'idee
de trouver les documents contendiat plupart” des termes d’une regte
}?@. A ce sujet, signalons qu'une forme de relaxation des &tifloues
a éte propoge par Bosc et al. [9] en utilisant lescoupures sur la re@te
floue}/%@.
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En effet, I'utilisation d’un quantificateur flotia plupart” correspond la
situation a il existe quelques termes de la rémuf%@ dont les seuils de
satisfaction ou d'importance exdg ne sont pas atteints pour certains docu-
ments de la relatiolkR. Nous moe@lisons la notion déla plupart des ter-
mes” en associant au quantificateur flou reldt# plupart” , un ensemble
flou 14 piupar, défini par [19] :

Hhaplupan(i) =1—pna plupart(i — 1) pour i = 1..m et pa plupart(o) =0.0

Le sous-ensemble flofa piupart définit un ordre de l'importance des
termes dans le quantificateur flla plupart”, selon la prop#@té suivante :

Iu‘IlapIupan(]') = ]'O €t luIIapIupart(i) 2 :u‘I\apIupan(i + ]‘)3 pOUTi = 1(m - 1)

Ainsi, un terme ayant le degd’'appartenance le pl@gve dans la relation
binaire floueR, est consiéré comme le terme le plus important selon la
définition du quantificateur flotla plupart” , i.e. 1, e (1)-

En supposant que la re@“qle]}é contientm termes, la fonctiorr définit
une permutation au niveau des termes@ en respectant I'ordre suivant
[19]:

pg(teq),d) = pg(to),d) > . > p(tom), d)
En se basant sur la conjonction pér&k [15], la pertinence du document
par rapport la req@te RQ) est calcube comme suit [19] :

. I oue
MRé;;;LSE(d) = min (max(uﬁé(tg(i)) Jlow b (teg, d),

1 - /’Lllaplupan(i)))’ Vt E T

L'utilisation de la fonctions est justifée par le fait que lors dedvaluation
de la pertinence d’'un document, nous donnons d’abord la riauterme
de la reqéte RQ ayant le degt d’appartenance le plégeve dans la relation

floue

=4 . . Lo . . . I

R. Ceci permet de trouver le dégde \erité de I'mphcauonum(t) —
pg(d, t) le pluséleve pour ce terme. Plus le dege de \erite de I'implication
diminue, plus le quantificateur fldla plupart” intervient dans Bvaluation
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de la pertinence d'un document. Autrement dit, pour le tetmg, i.e. le
terme ayant le de@rd’appartenance le plus fort dans la relation, le degr
L — fh, puen (1) €StEQAlA0 et 'expression suivante [19] :

Tfioue
max(um(ta(l)) L) luﬁ(to'(l)v d)71 - /‘Lllap\upan(l))

sera eduite au dedgrde \erite de I’implicationugé(tg(l)) Itioue 15 (te(1), d).

Ceci veut dire que le quantificateur flou n’intervient pas dans ce cas de figure.
La particularie de I'utilisation du quantificateur flotla plupart” réside

dans le fait que ce quantificateur s’applique progressivement sur urigeequ

dem + 1 termes (i.e. d® am termes). Ainsi, pour le rang= 2, un seul

terme de la recgte \erifie le quantificateur flotla plupart” , pouri = 3,

deux termes de la regte \érifient le quantificateufia plupart”, et ainsi de

suite jusqua arriverai = (m + 1), ou m termes de la redpte \érifient le

quantificateur flodla plupart” .

Nous pouvons doncétiuire que le degrde \érité de I'implication traiée

dans le cadre de la Riz; (t5(;)) Tfioe 15 (to(i), d) €St PON@Ie parkr, . (i),

de mangrea ce que le de@ry g, ,,,..(¢) Soit aussi grand que le dégde I'im-

plication HEG (to)) Ttioue 15 (to(i), d) estgrand. Ceci explique I'utilisation

del - MIIapIupart(i)'

6.4 Schéma de correspondance en Rl bas é sur une
extension de la connexion de Galois floue

Dans le cadre de notre travail, pour chague terme de l&tegnous asso-
cions un degr d’appartenance, exprimant urensantique de typesatisfac-
tion relative au seuil de repsentativié exige ou une émantique de type
d’'importancerelative a son importance dans la réga. Nous proposons
une nouvelle extension de la connexion de Galois floue édapi RI, ai
I’op’erateurﬁ de la connexion repsente le nouveau sama de correspon-
dance flourequéte-documeniqui permet dévaluer, en plus des documents
pertinents, leurs degs de pertinence respectifs.

Nous proposons d'utiliser le quantificateur reldti plupart” tel qu'il a
été cefini dans la section 6.3 (voir page 18).

En supposant que la reggie RQ contientm termes et que 'ensembl@
de documents contieritdocuments, la fonctiory définit une permutation



Connexion de Galois Floue etRlI 21

au niveau deD et la fonctions définit une permutation au niveau de)
comme suit :

1. Permutation des: termes qui figurent danﬁ@ en respectant l'ordre
suivant :

piltea),d) > pgte2),d) > o = pg(tom), d);

2. Permutation de$ documents de I'ensemblB en respectant I'ordre
suivant :

pr(t dy) 2 gt dye) 2 - 2 pg(tdyy)-

Nousénoncgons ainsi la nouvellefinition de la connexion de Galois pour
la RI [31].

Définition 11 N
SoitTF = (C, T, R) un contexte formel textuel flou. Pour un ensemble flou

de document® adéfini surC et un ensemble flou de term§s§ défini sur
T, les oggrateursf eth de la connexion de Galois floue sordfahis comme
suit :

s , Tftoue
F(D) = {t] pyp)(t) = min(max(p5(dy (7)) T ug(t, dag),

1- lullaplupart(j)))7 te T}

Ifioue

MRQ) = {d | 575 (d) = min(max(uzs (o) — Hiltegi): ),
1- Mllaplupart(i)))D de C} (7)

sachant quéﬂﬂf désigne une implication flouegvifiant les propéts 1 et
2 (voir page 7) eflia piupart représente le sous-ensemble flogfidissant le
quantificateur flou “la plupart”.

Dans I'expression (7), chaque terme de la ?an(;ﬁ@) est trai€ indivi-

. . . . . . . I oue
duellement afin de pouvoir calculer par le biais de I'implication flgt&” et
le quantificateur flodla plupart” , le degé de \erification de sa repsenta-
tivité ou de son importance dans le documéah question. Ainsi, la valeur
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de s, calcuke par la fonctiorh pour un document repiésente le degrde
pertinence de ce document par rappotia plupart” des termes poraiés
de la regéte floueR(Q. Ceci est obtenu en utilisant la conjonction pérée
[14].

6.4.1 S$mantique de la fermeture de la connexion de Galois floue en RI

Nous cfinissons dans cette section la nouvellmantique de la fermeture
de la connexion de Galois floue,gsenke dans la section @eedente, i.e.

f o h. Ainsi, en appliquant I'oprateurh de la connexion de Galois floue sur
un ensemble flou de term@ qui désigne la regete floue dans un contexte
de RI, nous trouvons I'ensemble fldude documents qui sont poaés par
leurs deges de pertinence respectifs. Ces documents contientepiu-
part’ des termes porg&tés de la req@tef{\@. De la néme margre, si hous
appliquons I’o;ﬁzrateurf de la connexion de Galois floue sur un ensemble
flou de document®), nous trouvons I'ensemble flGl¥ de termes porites
par leurs dedrs d'appartenance respectifscet ensemble et qui annotent
“la plupart’ des documents de I'ensembl@. Ainsi la fermeture d’'un en-
semble flou de termeRQ, i.e. f o h(RQ), définit un concept eduit flou
(voir définition 10, page 14).

En effet, le conceptaduit flou correspond biedaun premier filtrage signi-
ficatif, permettant de traiter plusgeisment les associations existantes entre
les termes de cet ensemble.

Dans le contexte de la RI, en consient la matricéerme-termeBruandet
constate dans [11, 12] qu'il est difficile d'intefger le graphe assd@a une
telle matrice. Ainsi, afin d’extraire plus facilement des connaissances utiles
a partir de cette matriderme-termeBruandet propose de construigepar-
tir du graphe assogj les sous-graphes maximaux complets &gmgiques
[7]. Ces cliques fournissent ainsi une repentation de la matricerme-
termesans perte d'informationd titre d’exemple, une clique peut consti-
tuer un bonéesuné d’'une phrase. Par rappa@rta matrice initiale, les cliques
apportent plus d'informations quant aux liaisons entre les termes. Chaque
clique donne un ensemble de termes cartgshent conneés entre eux au
sens d'une certaine mesure d’association entre deux teiefingedians [12].

Nous constatons que, par rapport aligues[11, 12] utilistes pour I'ex-
traction de conceptsa partir de texte, les conceptsduits de termes, qu'ils

4lci, ce terme ne @signe pas un concepitduit, mais pludt le concept traié par les termes
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soient classiques ou flous, sont plus riches en information et illustrent for-
mellement les liens qui existent entre les termes et les documents dans une
relation binaireterme-documentet avantage provient du fait que I'extrac-

tion de conceptsaduits se fait sur la relation binaiterme-documentlors

gue la construction de cliques se faipartir du graphe ass@c la relation
terme-termg12].

Pour conclure, nous pouvons dire que I'extraction de cliques, tout comme
celle de concept®duits, permet d’adérlera des connaissances plusaent
interpietables et correspondant mieXexpression d’'une connaissance ad-
ditionnelle. Les cliqgues nous apportent plus d’informations quant aux liai-
sons entre les termes alors que les conceamlsits @crivent les liaisons
étroites existantes entre les termes et les documents.

6.4.2 Proprietés de la connexion de Galois floue

Proposition 2 .

Soit la connexion de Galois floug, k) (voir définition 11, page 21). Les
propriétesénonées dans la proposition 1 (voir page 14) soatfiées pour
tout ensemble flou de documerts défini surC et tout ensemble flou de
termesI’ défini surT , en consi@rant le quantificateur flou relatif "la plupart”
et une implication floud ;... de type R-implication ou S-implication et
vérifiant les propétés 1 et 2 (voir page 7).

La propriete (Q1) (voir page 14) peugtre interpetee en RI comme suit :
en consi@érant une recgte floue initiale, le fait détendre cette re@te par
d’'autres termes permettrait de la rendre plecse et de cibler la recherche,
en trouvant un nombre plugduit de documents. L'objectif serait ainsi de
minimiser le bruit lors de l'interrogation, tout en conservant un bon taux de
rappel.

Les preuves des d#éfentes propétes de la connexion de Galois floue
définie pour la RI sont doréres dans I'annexe B.

6.5 Traitement s émantique d’'une requ éte

Une reqéte traduit un besoin en information expérpar I'utilisateur. Ce
besoin peuttre cfini en mettant I'accent soit sur le niveau de satisfaction

du texte.
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exigeé, soit sur 'importance relative de ce besoin ou encore sur lesal&ux
fois.

En consi@rant I'ogerateurh de la connexion de Galois floue comme la
fonction d’appariemermnequéte-documentnous allons discuter les trois cas
possibles relatifs au choix de I'implication floue, ufes dans la nouvelle
connexion de Galois floueéfinie pour la RI. Notons que l&sultat impli-
cite de l'interrogation dans chaque cagépdnd fortement de l&mantique
donreea iz (1) etug(t, d) [19, 21].

Cas 1) Les deges attribués aux termes de la regate expriment une
semantique de typesatisfaction

Dans ce cas, pour chaque terme de la esgu’utilisateur attribue un ni-
veau de refirsentativié minimal, qu'il dgsire trouver dans les documents, i.e.
175 (to(i))- Notons que tous les termes de la retgusont consiefésa im-
portanceggale, i.e. qu’'aucune priogitentre les termes n’'est &g, et tous les
termes ont un niveau d'importance maxinéglala 1.0. La regate est ainsi
repsenge par un ensemble flaBQ ¢ (S pour satisfaction), qui mddise
la repesentativié du terme exige dans le document. L& est de trouver
les documents qui contienn€ttd plupart” des termes de la reéteﬁ@s.
Formellement, le de@rde pertinence d’'un documehtians le cadre de cette
semantique esté&fini comme suit :

. R—im .
/'[/Ré;z;nse (d) = . min (maX(Mﬁé (tG'(Z)) —)p :u}‘é(ta'(l) I d)’ 1_:“’1\51 plupan(z)>)

i=1..m
(8)
Pour évaluer le dedr de \erite de cette implication, Dubois et al. [14]

proposent d’utiliser une R-implication. L'expression (8) exprime avec quel
deggé de repésentativié un terme d’'une re@leﬁ@s doit figurer dans la
relation floueterme-documenk. Ainsi, il est naturel de consiter que le
document satisfait com@lement la reqgte si le deg d’appartenance exig
pour un terme,;, i.e. Mﬁé(to(i))v est inerieur ouégal au dedr d'appar-
tenance existant dans la relatips (¢, ;), d;). Ceci veut dire que le degr
exigé est largement atteint. Autrement dit, ce document appaéti%(ﬁ’f))

avec un niveau de pertinenégal a 1. Formellement, I'implication floue
R—imp . . .
um(tg(i)) —" ugp(tea), d) estévallee dans ce cas, comme suit :

R—im
(75 (to() " titeqyd) = 1) <= nzg(te) < niltog, d)
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Evaluation de I'implication
R—im
tig (o)  — P gty d)

Commentaires

Utilisation de I'implication de @del :
Gé
(gg (o) = pglto@), d) = tg(te@), d)

Préserver, pour le degrde \erité de I'implication
le degé d’'appartenance du terme en question
dans la relation floue.

Utilisation de l'implication de Goguen :

G O OR)
(7g (o) — pgltoq),d) = m

Garder un dedr de pertinence relatif, qui est le dég

d’appartenance du terme dans la relation @éiyiar
le degé de repesentativié exige dans la recgte.

b

Utilisation de I'implication de Lukasiewicz :

Luka
(gg (o) — nplte@),d) =
L= pgs (o) + pgtogy, d)

Baste sur lecart entre le de@rde repesentativié
exige et le dege d’appartenance existant
dans la relation.

TAB. 3 — Propositions avec les

Les R-implications les plus communes

R-implications floues.

telles que cellesdtde; Goguen

et Lukasiewicz (voir tableau 2, page @rifient cette propété. Dans le cas
contraire, @ le documentd ne satisfait pas comglement la recgte, i.e.
uﬁé(tg(i)) > pgp(ten),d), le termet, ;) appartient au document dans
la relation flougterme-documentvec un dedr d'appartenance iafieur au
dege exige dans la recte. Le dege de satisfaction exégn’est pas donc

atteint. Dans ce cas, l'implicatiqnz (o))

R—imp

—" up(ten, d) estevaliee

en utilisant les R-implications dedéel, de Goguen et de Lukasiewicz. Le
tableau 3 &sume les diffrentes propositions avec les R-implications floues.

Cas 2) Les deges attribués aux termes de la regate expriment une

semantique de typeimportance

Dans ce casa chaque terme de la regfe est assogiun dege d'im-
portance, i.e. son degd’appartenanca la reqéte floueuﬁé(tg(i)), qui
n'est pas toujourégala 1. Par contre, tous les dégrde satisfaction qui ex-
priment les niveaux de repsentativié respectifs des termes sontéfba 1.
La reqete est ainsi resenée par un ensemble floﬁél (I pour impor-
tance), qui modlise I'importance d’un terme dans la ré&je par rapport aux
autres termes. Nous utilisons le quantificateur flou retiiplupart” afin
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de trouver les documents qui contienndatplupart” des termes importants
dans la regéte RQ;. Formellement, le degrde pertinence d’'un document
dans le contexte de cettermantique est&fini comme suit ;

. S—im .
péponse(d) = min (max(uzs (ta(i) =B gty d)y 1= 1 pupan(7)))

1=1..m
. %)
Pourévaluer le degz de erite de I'mplicationy ;5 (t5(;)) ()

pour un terme dortnde la reqéte]f%é,, Dubois et al. [14] proposent d’uti-
liser une S-implication. L'expression (9) exprime avec quel debmpparte-
nance un terme important de la r@qaﬁ@, doit figurer dans la relation floue
terme-documenk. Nous supposons qtféf), est un ensemble flou norma-
lisé (i.e. il existe au moins un terme de la rétgpiayant un degrd’'impor-
tance maximaggala 1). Ainsi, il est naturel de congider dans le cadre de la
seémantiquemportanceque le document satisfait congpément la recte si
tous les termes de cette réxde, quels que soient leurs niveaux d'importance,
sontinclus dans la relatiderme-documerdvec un deg de repesentativié
maximal, i.e.egala 1. Formellement, nous avons :

:uRé;:)Jnse(d) =l (Vt €T, Mﬁél(ta(i)) >0= Né(ta(i)7d) = 1)
(10)
Lorsqueuﬁé(ta(i)) =1 (i.e. le terme a un degrd’importance maximal),

le degé de \erite de limplicationiz; (t(i) “ =" 11(ts (). d), pour un

terme don@ét,; dela reqéte}?é,, est alor€gal au dedr d’appartenance
du terme existant dans la relation, i&;(t, (), d).
Le degk de \erite de I'implicationszz; (t () SZimep 1 (toiy, d;) n'est
nul, que lorsque le degrd’importance est maximal, i.e%@ (toi)) =
1, et que le dedr d’appartenance du terme dans la relation est nul (i.e.
L5 (toay, dj) = 0). Formellement, nous avons :
(hzo(ta()) T sty d) = 0) <= tgg, (te) = et pg(teg),d) =0
(11)
Ce type de comportemenécessite I'utilisation des S-implications comme
celles de Kleene-Dienes et Reichenbach [19] drifient les deux expres-
sions (10) et (11).
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Evaluation de I'implication Commentaires
S—imp
tig(to) " — pglte(), di)

Utilisation de I'implication de Kleene-Dienes :

(#ﬁ@(ta(i)) 5D bty dj)) Le termet,, (;) de la reqéte peuttre
= max(1 — HED, (to(i))s b3 (o), dj)) ignoré jusqu& un certain degr.
(uﬁ@(tg(i)) e bgto(y.dj)) =1 .Le terme est comptement ignc,

V la valeur deu g (to (4, dj)- e lgp, (to(i)) = 0.

Utilisation de I'implication de Reichenbach :

(uﬁ@(tg(i)) EB b tay,ds)) Limportance d’un terme de la regte

=1- IS, (o) + HEG, (to(i)) X p(tay,dj)) | peutétre eduite jusqua un certain degr
(qui estle degﬁuﬁél (to(i)))-

TAB. 4 — Propositions avec les S-implications floues.

Le cas @ uﬁ@(tg(i)) < 1 repesente le fait que le termig ;) n'est pas
tres important dans la regte, et il n'est pas constte comme prioritaire
dans la recherche. Si de plys;(t,(;),d) = 0, alors le degg de \erite de
I'implicati(?n e C0)) SZime pi(to, d) doitétre strictement positif. Le
tableau 4 @sume les diffrentes propositions avec les S-implications [19].

Nous remarquons que le dégie \erite de I’implicationpﬁé(tg(i)) KD
15 (ts(i), d), donré par I'utilisation de I'implication de Kleene-Dienes (voir
tableau 2), s’approche dequandpml(t,,(,»)) est faible (sans tenir compte
de la valeur d@g(ta(i), d)). De méme, ce deg@rde \erité eségalaué_(tg(,;), d)
guand le dedgr d'importance du term,eﬁél (to(s)) €stélewe (sans tenir compte
de la valeur deuﬁél (to(iy))-

Notonségalement que le degde \érité de I’implicationum(ta(i)) BB
k5 (o, d), obtenu par l'implication de Reichenbach (voir tableau 2, page
7), crdt d’'une manére continue de la valeur des(t,(;), d) vers 1, quand
Mﬁél (tg(i)) decrdt.

Cas 3) Combinaison des deux&nantiques au niveau de la regate

Nous consiérons dans ce qui suit le cas le pl@ngral al les deges d'im-
portance exprir@s au niveau de la regte sont kes aux degrs de repsen-
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tativite exiges pour les termes, dans la relattenme-documenta combi-
naison des deuxésnantiques illustre une vision plus globale de la gdqu
Dans ce cas de figure, le dégd'importance exprime, par exemple, qu'il
est plus important d’avoir dans le document un terme (avec urédsgr
repesentativié sgecifie) que d’avoir un autre terme avec son propre éegr
d’appartenance dans la relation flaigeme-documengn utilisant le quan-
tificateur flou“la plupart” , la pertinence d’'un document edifthie comme
suit :

R—imp
tig, (o) —

'u‘ﬁ(tﬂ(i)’ d)))7 1- luIIapIupan(i)) (12)

) S—im
Hndgnse (@) = min (max(yizy, (o) =2 (

i=1..m

L'expression (12) estime avec quel dediensemble rouRAQ/I des termes
importants est inclus dans I'ensemble fl(dﬁag Rime E) des termes qui
appartiennent au document, en satisfaisant le&ddgrepesentativié exige
au niveau dekQs. Remarquons que lorsquet € 7, pml(ta(,»)) =1lou
VteT, /“‘ﬁ?zs(t"(“) = 1, I'expression (12) se&duit respectivement aux
deux expressions (8) et (9).

Pourévaluer la pertinence d’'un document dans ce cas, il serait judicieux
d’utiliser deux implications, i.e. une R-implication et une S-implicatidjv
fiant les prop@tes 1 et 2 (voir page 7) et qui donnent les meilleures valeurs
de pertinence, respectivement, pour les deux typeg&mhastique, i.e. satis-
faction et importance,

Exemple 2
Nous consiérons la relation floue terme-document illéstipar le tableau 1

(voir page 3) et les deux ensembles flﬁ/@ g etﬁ@ ; définis surT et qui
expriment les besoins de I'utilisateur. Ceux-ci sogfinis en consiérant les
deux types de&@mantique, i.e. satisfaction et importance. La éfq@@s
définit le niveau de reg@sentativié minimal exig pour chaque terme de la

reqléte alors qué/%é ; décrit 'importance relative de chaque terme dans la
0.8 0.3

—_— 0.6 0.8 0.3 — 1.0
reqléte. Nous supposons qiké) ¢ = {t1, ta, ts } etRQ; = {t1, t2, t3 }.
Dans cet exemple, le quantificateur relatif “la plupart” gasune cardi-
nalité maximaleégalea 3 termes et il estéfini comme suit :
Hla plupan(o) = 0.0, ta plupart(l) = 0.50, pia plupart(2) = 0.75 etpa plupan(3) =
1.00.
Nous lui associons un sous-ensemble figyupar défini par :
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0 éj’OI\aplupan(l) = 1.00, /uflaplupan(Q) = 0.50, :uflamupan(g) =0.25 et:uI\aplupart(4) =

Nous proposons d’utiliser I'implication floue de Lukasiewicz (voir tableau
2, page 7), qui esa la fois une R-implication et une S-implication et qui
vérifie les deux propétes 1 et 2 (voir page 7). Nous allons discuter les
résultats de la fonction de correspondafﬂ(:ﬁ\@) en utilisant les direntes
versions illustées par le tableau 5.

Semantique Requéte Version Commentaires
Satisfaction RQg Version 1 | Utilisation de la t-norme MIN de Zadeh
et 'implication de Lukasiewicz.
RQg Version 2 | Utilisation du quantifacteur flou “la plupart’
et I'implication de Lukasiewicz.
Importance RQ; Version 3 | Utilisation de la t-norme MIN de Zadeh
et I'implication de Lukasiewicz.
RQ; Version 4 | Utilisation du quantifacteur flou “la plupart’

et I'implication de Lukasiewicz.
Combinaison des ﬁés etﬁ@, Version 5 | Utilisation de la t-norme MIN de Zadeh,
deux €mantiques et I'implication de Lukasiewicz

pour les deux types d&mantique.

RQgs etRQ; | Version 6 | Utilisation du quantifacteur flou “la plupart]
et I'implication de Lukasiewicz

pour les deux types d&mantique.

TAB. 5 — Versions retenues.

A la lecture du tableau 6, nous remarquons que le docurheast per-
tinent avec un deg@régala 1, et ce, quelle que soit la version retenue re-
lativementa une émantique de type satisfaction (i.e. version 1 et 2). Ceci
est expliqe par le fait que les degs de regsentativié exiges pour tous
les termes de la reéte ﬁf) ¢ sont largement atteints au niveau de la re-
lation floue terme-documerit (voir tableau 1, page 3). Nous constatons
également que les ddxg de pertinence des documeditset d, sont nette-
ment meilleurs, pour les deux types dermntique, dans le cas @ous uti-
lisons le quantificateur flou “la plupart” (i.e. version 2 et 4). Ceci est jéstifi
par la relaxation appart par ce quantificateur.

Dans le cas d’'uneé&nantique de type importance, I'utilisateur se montre
plus inéresé par des documents contenant le tetmensuite par les autres
termes de la redqate. Nous remarquons que le documeéntest pertinent
avec un degr égala 0.90 (version 3). Ceci s’explique par le fait qu'il soit
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Dege de pertinence du document

d1 do ds dg
Version1l | 0.90 | 0.65 | 1.00 0.46
Version2 | 0.90 | 0.75 | 1.00 0.75
Version3 | 0.90 | 0.65 | 0.66 0.46
Version4 | 0.90 | 0.70 | 0.75 0.75
Version5| 1.00 | 0.85 | 1.00 0.66
Version6 | 1.00 | 0.85 | 1.00 0.75

TAB. 6 — Deggés de pertinence des documents relatifs auxeudifites ver-
sions.

représené d’'une marére assez forte par les trois termes de la @mﬁé I
Soulignons que la pertinence du documéntest affaiblie par le fait que
le termets, qui appar@ comme un terme relativement important dans la
reqLéte]f%fg 1, appartient faiblemerét ce document. Cependant, en utilisant le
quantificateur flou “la plupart”, sa pertinence s@lfore nettement puisqu'il
est repéseng par les deux autres termes qui sont moins importants.

Pour la combinaison des deusrsantiques, nous obtenons les valeurs sui-
1.00 0.85 1.00 0.66 ) . .
vantes { d, , d2, d3, dy4 } en consiérant la cinquéme version. Les docu-

mentsd; etds apparaissent comme les documents les plus pertinents pour la
reqléte. Nous remarquons que I'utilisation du quantificateur flou “la plupart”
améliore toutes les valeurs de pertinence, notamment pour le docdment

7 CONCLUSION

Nous avons prop@sdans cet article une nouvelle intesfation de I'im-
plication logique en recherche d’'informatieh— R dans un contexte
flou. L'intérét de cette approché&side dans un nouveau €cha de corres-
pondance qui est basur une extension de la connexion de Galois floue. En
intégrant les diferentes @mantiques que peut avoir les degjattrib@s aux
termes de la rediie et un quantificateur flou, dans la nouvekdinition de
la connexion de Galois floue, nous avons digadil choix de I'implication
floue afin de 8lectionner celle qui est la plus apprdg@iau domaine de la RI.
Nous avonggalement monérque les propétés de la connexion restent va-
lides sur cette extension. Nous pensons que |'exploration de ce point de vue
doit se poursuivre pour l'iiggrer dans la mddisation d’autre€léments du
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domaine de la RIl, comme le dégde certitude d'un terme d’indexation. De
mankgre pratique, cettetude tleorique permet d’envisager I'e@pmentation

d’'un moteur de recherche, qui ne sera plustbswr un calcul de distance
entre vecteurs de termes, mais piifonde sur un algorithme d’extraction de
concepts formels flous, par fermeture de la connexion de Galois floue telle
gu’elle est @finie dans cet article. Ce travail petiteégalement approfondi
dans deux autres directiodssavoir : létude dans le #me contexte flou

de I'implication logique éciproque en RRQ — D et I'utilisation de la
connexion de Galois floue pour I'extraction égytes associatives floue entre
termes, comme nous I'avongjd propoge dans [27].
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A NORMES ET CONORMES TRIANGULAIRES

Les ogerations d’intersection, d'union et de corapientation de sous-
ensembles flous, habituellement em@ey, peuveritre remplaées par des
opérations construiteds I'aide d’ogerateurs diftrents du minimum, du maxi-
mum et de la com@imentatiora 1 [10]. Ces oprateurs sont souvent utiis
lorsque les oprations habituelles ne s'arent pas satisfaisantes, par exemple
en logique floue ou dans la commande floue [17, 18]. lIs sefihida partir
d’'unenorme triangulaireet d’'uneconorme triangulairedéfinies comme suit
[10]:

Définition 12
Une norme triangulaird-norme” est une fonctiorm : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1]
qui vérifie, pour tout, y, z dang|0, 1], les proprétés suivantes :

- T(LE,y) = T(yvx)

- T(mv T(y, z)) = T(T(l‘, Y), Z)

— T(z,y) < T(z,t)siz < zety <t

- T(z,1) ==

L'opérateur min” v érifie toutes les propgies de la éfinition d’une t-norme.
A toute t-norme, nous pouvons associer urerapeur d'intersection entre
deux ensembles flous et B d’un univers de discour®, défini par :

1in, 5@ =T(pz(@), ng)). (13)

Définition 13
Une conorme triangulair&-conorme” est une fonction._ : [0, 1] x [0,1] —
[0, 1], qui vérifie, pour tout:, y, z dans|0, 1], les proprétés suivantes :

- L(l‘,y) = L(y,l‘)

- J_(Jj, J_(y, Z)) = J—(J-(Tv y)a Z)
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t-norme t-conorme nom

min(x,y) max(x,y) Zadeh
max(x +y - 1,0) min(x +vy, 1) Lukasiewicz

rxsSiz=1 xsiy=0

ySiy=1 ySiz =0 Weber
{ 0 sinon } { 1 sinon }

TAB. 7 — Normes et t-conormes duales

- L(z,y) < L(zt)siz<zety <t
- 1(z,0) ==z

L'opérateur 'max” vérifie les propiétes de la éfinition d’une t-conorme.
A toute t-conorme, nous pouvons associer uarafeur d’union entre deux
ensembles floud et B d’un univers de discour&, défini par :

tio, 5@ = Lpz(@), ng(@)). (14)

Les t-normes et les t-conormes les plus wiilis sont indigees dans le
tableau A.1. Elles sont ordoéas de la masre suivante :

Va,y € [0,1] Tweber < T(z,y) < min(x,y) (15)

maz(z,y) < L(z,y) < Lweper(2,y) (16)

B LESPREUVES DES PROPRIETES DE LA CONNEXION
DE GALOIS FLOUE DEFINIE POUR LA RI

Nous prouvons les propites de la connexion de Galois flouefihie pour
la RI. Ces propgétes restent valides avec n’'importe quelle implication floue
If10ue, VErifiant les deux propéies 1 et 2 (voir page 7).

Propriete (P1) :D; C Dy = f(Dy) 2 f(D2)

Preuve : Etant doné deux ensembles flous de documebts et Do
définis surC, nous avons :

SiD;y C Dyalorsvd € C, pp, (d) > pp, (d).
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Pour un terme;, € 7, nous avons :

Ifioue

’uf(ﬁﬂ(tk) = mjin(max(/iﬁl (dﬂ(j)) - /’I’R(tk7d0'(j))
1 lU’IIaplupan( ))) Vd e C

. I oue
Mf(ﬁg)(tk) = mjln(max(ﬂm(dv(j)) o pi(te, dyy)s

1 /’LI\apIupart( ))) Vd € C

En respectant la fonction de permutatipsur les/ documents de la rela-
tion R stipulant que :

pg(tdyay) = pp(t dye) 2 pgtdys) = o > ppltdyg), (A7)
nous avons :
15, (dyy) Z 1p, (dy), (18)
D’apres la propiéete 1 (voir page 7), Bquation (18) devient :

Ifloue Ifloue

15, (dyy) = pg(tedyiy) < bp, (i) — Bg(tedyg).  (19)

D’apres la propiéete de la monotonie des épteursnin etmax, I' équation
(19) devient :

. I oue .
min; (max(p 55, (dy (i) = itk dy))s 1= figppan(d))) <

. I oue
min; (max({uz, (dy(j)) == g0 e dy) 1= figppa(5))); (20)
Il en découle de Equation (20) quaf(DQ)(tk) < BEB, )(tk)

Ainsi, nous pouvons conclure qgﬁDl) ) f(DQ) Ceci prouve la pro-
priete (P1).

Propriéte (Q1) :ﬁ C TQ = ﬁ(ﬁ) ) ﬁ(fg)

Preuve :~Soientﬁ etfg deux ensembles flous de termeé&didis sur7 .
SiT, C Ty alorsvt € T, I, (t) > K, (t).

Pour un document;, € C, nous avons :

. Ifioue
ity (de) :Hi}n(max(#i(fo(n) 8 ng(toy, di),
IuIIaplupart( )))7Vt € Ta
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: Litoue
Hi () (di) = min(max(ug, (ta(i)) T g (toiys di),
i)

iu’IIapIupart( ))7Vt € T?

_Enrespectant la fonction de permutatiosur lesm termes de la relation
Rtel que:

:U’ﬁ(ta(l)vd) > 1357 ( 0(2),d) > 12573 ( 0(3);d) >z ,ufﬁ(ta(m)ad)a (21)

nous avons :
pz, (to(iy) =t (to(i))- (22)
D’apres la propiéte 1 (voir page 7), Bquation (22) devient :

I oue I oue
1 (to(iy) = g (togs), di) < pg, (to(y) = tg(tog, di).  (23)

Par la propiete de la monotonie des épteursmin et max, I’équation
(23) peut sécrire comme suit :

. Ifioue .
mlni (maX(,LLT"; (tO'(L)) - :ufg(to(z)v dk)? ]‘ - Mllaplupart(z))) S
Tfioue

min; (max({pz, (toi)) = Lg{o(i), di)s 1 = Blapupa(2));  (24)

Ainsi, nous @duisons de &quation (24) que :
Nﬁ(ﬂ)(dk) < Nﬁ(ﬁ)(dk)~

Nous pouvons ainsi conclure qiéT’) D h(T3). Ceci prouve la propéie

(QD).

Propriete (P2) :D C ho f(D)
Preuve : Nous avons :

7= . 1 oue
FD) = {t | nyp)(t) = min(max(pp(dy () T gt dygy),

1- :ullaplupart(.j)))7 te T}
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. Tfioue
h o f( ) = {d'y(j) | HFhof(D) (d’y(j)) = miln(max(:uf(ﬁ) (ta(i)) b

17ty dy))s 1 = hiapupar(i))), d € C}

Nous voulons prouver qué Cho f(f)). Ceci revienta prouver que pour
un documently,, 5 (dy) < Nﬁof(ﬁ)(dk)-

Pour un document;, € C, nous avons :

. Ifioue
/‘Eof(f))(dk) > mim(max(,uf(ﬁ) (tﬂ(i))) o pi(d, tey),
luIIapIupart( )))7Vt 6 T? (25)

sachant que :

17(5)(toti)) = (min(max(pp(dy () 5 oty dyi)s

1- luIIapIupan( )))) vVdeC (26)

D’apres I'équation (26), pour un documetyt de rangk, nous avons :

/J’]T‘(ﬁ) (tU(l)) S max(:uﬁ(dk) ﬂl‘f MR( dk) :ullaplupart(k))' (27)

D’apres leséquations (25) et (27) et la propt® 1 (voir page 7), nous
avons:

I oue I oue
maXWB(dk) L) Mﬁ(ta(i%dk)al_Mflaplupart(k» L) Mﬁ(t"(i)’dk)
~, ~ Itioue
< uf(D) (o)) T2 np(togy, di), Vd € C; (28)

En maximisant equation (28) par rappoatl — fis, ,,...() €t en minimi-
sant sur, nous @&duisons que :

. I oue
oDy (dir) = (ming (max((max(pp(de) =5 pg(toty di)s 1= i pupa(F)
Iftoue
L) ,U,ﬁ(ta-(i),dk)), /‘I‘IIapIupan( )))) Vt € T (29)
A partir de 'equation (29), nous pouvons conclure que :
Ifioue
Mo f (D) (dk) = max((max(up (di) 2 g (o) di)s L= Mg pupan ()
L) ‘uﬁ(to'(i)’ dk))’ 1 - ullaplupart(z)) (30)
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Puisquemax(a,b) > a, alors I'equation (30) devient :

Ljtoue
hof(py(di) = (max(pp(di) == (o), di)s T = Hiapupan(F))
I oue
T g (to oy, di)-

De |la néme margre, nous obtenons :

Litoue Tfioue
hof 5y () = 15 (dr) 5 ng(toys di) =25 pg(togsy, di))-

D’apres la propiete 2 (voir page 7), il en@coule :
HoF 5y (dr) = 1 (d).
Nous pouvons ainsi conclure quﬁag ho f(f)). Ceci prouve la propéite

(P2).

Propriéte (Q2):7 C fo lNL(T)
Preuve : Nous avons :

T . Ifioue
() = {d | () = min(max(uz(to) = ngtag), ),
1 - Mllaplupan(i)))7 d E C}

~ ~ ~ . Tfioue
Foh(T) = {t | ngr(t) = min(max(ug 7 (dy) = nzldy) 1),

1 - ILLIIapIupan(j)))7t G T} ,

Nous voulons prouver quﬁ - fo E(f). Ceci revient prouver que pour
un termety, iz (tk) < p7,5 7 (te)-
Pour un terme,, € 7, nous avons :

. I oue
FFon (t) :Hljln(maX(Mﬁ<T>(dv<j)) (s ) t),

1- /J’Ilaplupart(j>))7Vd € C’ (31)
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sachant que :

. Lfioue
() (dy)) = (min(max(uz(te) T gt dog))s
1- /’Lllaplupart(j))))7Vt € T? (32)

D’aprées I'équation (32), pour un terme de ralhgnous avons :

1 oue
’U/E(T) (d’Y(])) S max(lu”f(tk) L’ /’[’E(tk’ d’Y(]))’ 1 - uIIaplupan(k)) (33)

D’aprés leséquations (31) et (33) et la propté 1 (voir page 7), nous
avons :

Tfloue Iftoue ~
maX(/Jf(tk) L) 'ul’%(tk’d'Y(j))’l_:uflaplupart(k)) L) R(tlmd’y(j)) S
Tfioue 35
1y (dy ) T2 Ritrs dyj) (34)

En maximisant Bquation (34) par rappoétl — i1, ... (J) €1 €N minimi-
sant surj, nous @duisons que :

Ifioue

1 7or 7y (k) = (ming (max(max(pz(te) = (e, dy))s 1 = B pupan(F))
Tfioue .
L) ,LLR(tk, d')’(])))’ 1 - N’Ilaplupart(])))’Vd 6 C (35)

A partir de I'equation (35), nous pouvons conclure :

Ljtoue
Koh e (t) = max((max(ug(te) = 1 (b dy () 1= Potapan(K))

I oue .
L Mﬁ(tk7d7(J))>7 1- lu’IlapIupan(j))' (36)

Puisquemax(a, b) > a, I' €équation (36) devient :
I oue
o) (te) = (max(uz(te) =5 pgte, dyg),
Tfioue

1- /’Lllaplupart(k)) - Uﬁ(tkvd“/(J)))

De la néme margére nous obtenons :

I oue I oue
By (tr) = pg(te) = pglte, dyy) = pate,dyg)). (37)
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D’aprées la propiéte 2 (voir page 7) et 8quation (37), nous obtenons :

Ko (T )(tk) > ,“T(tk)

Nous pouvons ainsi conclure qﬂég f o h(T). Ceci prouve la propéite

(Q2).

Propriéte (P3): f(D) = foho f(D)
Preuve : PourT = f(D) et par la propéte (P2), nous avons :

f(D) € foho f(D) (38)
eta partir deD C h o f(D), par la proprété (P1), nous avons :
f(D)2 feho f(D) (39)

Les ésultats (38) et (39) impliquent quegD) foho f( D).
La propréte (Q3) peutétre prouee de la dme margére.

Propriete (P4) :Dy C Dy = ho f(Dy) C ho f(Ds)

Preuve : Soient deux ensembles f|0ll§i et l~)j définis surC tel que
D; C D;.

Par la propiéte (P1), nous obtenong(D;) 2 (f)

Ceci implique par la propéte (Q1) queﬁ o f( i)

).
C ho f(Dy).

Propriéte (Q4):Ty CTh = fo h(Tl) Cfo ]’L(Tg)

Preuve : Soient deux ensembles roiE;etT définis surT tel queT -
7.

Par la proprété (Q1), nous 0btenon§(~) ( i)

Ceci implique par la propéie (P1) que f o h( i) C fo h(Tj).

Propriet (P5) ;7o f(ho f(Dy)) = ho f(Dy)
Preuve : A partlr de la propiéte (P3), nous avons :

o h(f(D)) = f(D).

Dou f(ho /(D) = (D)
Donch of(hof( )) =ho f(D).
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Propriet (Q5) : f o h(f o h(T})) = f o h(T})

Preuve : A partir de la propete (Q3), nous avons :

ho J(h(T)) = W(T)

Douh(foh(T))=h T
)

).
Donc f o h(f o (T)) = f o W(T).

Propriéte (PQ6) :D C h(T) & T C f(D)

Preuve : Soit D C h(T). Par la propit (P1), nous avonsf(D) 2
f o h( ) et par la proplete (Q2), nous avongf( ) D T. Ceci prouve que si
D C h(T) alorsT C f(D). L'autre direction suit d’une maate synétrique.





